Politecnico di Torino ELEMENTI DI MECCANICA RAZIONALE
CeTe

1 Esercizi

Esercizion. 1
1) Dati i vettori

u=3 +4j+k applicatoin P,(0,2))
V=-i+3j- 2k applicatoinP,(10,2)

W=i+] applicato P,(0,0,0)

a determinare laloro risultante.

b: calcolareil prodotto scalare G »v

c. calcolareil prodotto vettoriale G UV.
d: calcolareil prodotto misto G UV x.

Risposte.
a larisultantevale R=3 +8] - k
b: il prodotto scalare dei primi due vettori vale —-3+12-2=7
c: il prodotto vettoriale G UV s ricavadal determinante

evae
GUV=-11 +5] +13k.

d: il prodotto misto GUVxw € dato dal seguente determinante le cui righe sono
rispettivamente |le componenti dei tre vettori dati

3 41
-1 3 -2=-6
1 10
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2) Determinare il momento del vettore (G,P,) rispetto a punto A(0,3,2), il

momento risultante del tre vettori dati rispetto al punto A e il momento risultante

assidle dei tre vettori dati rispetto alla parallelaall’ asse z passante per A.
Risposte.

Sihaperil M, di d

~i

i
-1=3i - 3] +3k.

M,=(P- A)UUz(— j- IZ)U(37+4}+|2): -1
4 1

w o —

mentre il momento assiale del solo vettore G e dato da

0 -1-
M,=(P- A)Uixk=M, % =[3 4 1|=3.
0 0 1
Per ottenere il Momento risultante e il momento risultante assiale e i tre vettori

dati € necessario sommare ai momenti gia calcolati del primo vettore G i
momenti (ancora da calcolare!) riguardanti gli atri due vettori. Notiamo che il
momento risultante rispetto ad A continua ad essere un vettore ( la somma, 0
risultante,dei tre momenti) e il momento risultante assiale € comungque uno

scalare in quanto sommadi tre numeri.
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Esercizion. 2

1) Dato un punto P mobile suun’elicacircolare si scrivalavelocitadi P.

2) Si osservi cheistante per istante, il motodi P € lasommadi due moti: uno
paralelo all’ asse zel'dltro, circolare, che avviene su una circonferenza, di raggio
pari a raggio dell’ elica, sempre perpendicolare al detto asse e mobile lungo la
verticale.

(S facciauso di coordinate cilindriche nello spazio)

&

)
Risposta.
Con riferimento allafigurale coordinate di P espresse nel riferimento indicato
soNo:

i
=
F

X =rCcosq y =rsing z=hq
Pertanto lavelocitadi P e

V, =-rsinqqi +rcosqqj +hak =
=rq(- singi +cosqj) + hgk
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Laformula mostra chiaramente che la velocitadel punto P e datadal contributo
di due moti : uno rettilineo (lungo k )e uno circolare. Difatti la quantitaentro
parentesi e il versore tangente alla circonferenza di raggio r disegnatain figuranel

piano (x,y). Durante il moto possiamo immaginare il punto P che descrive questa
circonferenza mentre la stessasi muove lungo I’ asse zcon velocitaz=hJ .

La quantita h e detta passo dell’ elica ed e tale che la distanza tra due punti
consecutivi Pe P¢ Situati sulla stessa generatrice vale

P- P¢=2ph

Invertendo laformula s legge che h non e altro chel’incremento di quotadel
punto P corrispondente allarotazione di un radiante.
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Esercizion. 3

Nel manovellismo di primo genere (vedi fig.) la velocitaangolare della manovella
e costante. Determinare lavelocitae |’ accel erazione angolare della biella e la velocita
el’accelerazione del piede dellabiella

Risposte.

Questo sistemahaun grado di liberta Si e quindi in grado di esprimere la
posizione di B sull’asse xe |’angolo di rotazione dellabiella | tramite un unico
parametro geometrico che viene assunto come coordinata langrangiana:

I”angolo J chelamanovella r forma con la retta orizzontal e passante per O.

Una volta scritte le relazioni geometriche, le derivate prima e seconda rispetto
al tempo danno rispettivamente le velocitae le accelerazioni richieste.

Dal triangolo si ha (teorema dei seni)

(1) snJ =1 snq con I :IL
derivando
(2) cos) =1 cosqq

e, sfruttando la (1),

3 3 _lcosg | cosxq

q=———q
cosJ Vi- 1%sn?q
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che e lavelocitaangolare richiesta.

Derivando ulteriormente la (3) rispetto al tempo si ottiene I’ accelerazione
angolare J . Notiamo la mancanza del termine che contiene J° datal’ assegnata
velocitaangolare costante q .

(4) J-:Iglzsinqcosq ] snqg Y.,
g

(1- 1 2sin%q)? mléq
Per il piededi biellaB di ha
(5) X; =rcosq - | cosd X, =-rsingq +1sinJJ
Utilizzando i precedenti calcoli possiamo scrivere

.0
- sing T

_ ™ lsny
(6) XB —rq§§ /—1_ | Zsinzq p

Un’ ulteriore derivazione rispetto al tempo fornisce |’ accelerazione ..
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Esercizion.4

1) Datalaguidadi Fairbain indicatain figura, supponendo notala velocita
angolare della manovella, si determini, per una data configurazione, la velocitae
|” accel erazione angolare del glifo.

2) Nelle stesse condizioni di cui a punto precedente si determini la velocitae
|” accelerazione con cui il punto P si muove sull’ asta AB.

0 & B

N
6
P

'

’
o )
f

/

/
N

3) Utilizzando le formule di velocitae I’ accelerazione dei moti composti del
punti, si scrivano le formule di velocitae accelerazione del punto P che si muove sul
lato AB del parallelogramma articolato indicato in figura.

Si noti chei punti OeO¢ delle aste uguali OA e OB sono fissi. Qual el’atto di
moto dell’ asta AB ?
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Risposte
1) Il punto P appartiene alla manovella e nello stesso tempo scorre sul glifo
seguendo questo nel suo moto. Quindi possiamo affermare che il suo moto assol uto,
rotatorio attorno ad O, € somma
- del moto di scorrimento sul glifo che ruota attorno ad A.
- del moto di trascinamento del glifo che ruota attorno ad A.
Pertanto in formule possiamo scrivere

Vo=8 +SIm

doves eladistanzaistantaneadi P daO.
Per le accelerazioni si ha unaformula analoga

d4,=8 +sIm-s14 +2kug

nella quale compare I’ ultimo termine che viene chiamato accelerazione
complementare o do Coriolis. Come s nota questa € sempre normale alla velocita
relativa

Le formule precedenti si prestano molto bene a una scrittura che mettain
evidenza le altre grandezze richieste.

In ogni caso lo studente puod provare da solo a scrivere delle relazioni
geometriche tratte dalla figura, come fatto a proposito del manovellismo, e poi
derivarle rispetto a tempo. A titolo di suggerimento, provare a scrivere il teorema sei
seni eil teoremadi Carnot per il triangolo AOP,tenendo conto che la coordinata
langrangiana piu comoda el’angolo s echeil lato se variabile.

3) Dal punto di vistateorico questo esempio e simile a precedente.
Si trattainfatti di un moto composto del punto P con la differenza che il sistema che
generail moto di trascinamento, |’ asta AB, non ruota matrasla. Difatti S trattadi un
moto traslatorio circolare. Avremo quindi

\7P:§q+|q't a, =8 +qm+ g 2

fi
L’ accelerazione di Coriolis non e presente in quanto € nullalarotazione di
trascinamento.
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Esercizion.5

1) Siadato il sistemaindicato in figura costituito da un triangolo dotato di moto
traslatorio lungo I’ asse x, da unarotella che puo rotolare senza strisciare
sull’ipotenusa del triangolo e daun’asta AB, incernierata con |’ estremo Anel
centro dellarotella e vincolata a rimanere in posizione verticale durante il moto.
Nota in data configurazione la velocitadi traslazione del triangolo si determini la
velocitaangolare dellarotella e la velocitadell’ estremo B dell’ asta.

B

e S
RN

2) Un punto P percorre unacirconferenzadi raggio r mentre questa ruota attorno
aun suo diametro (fisso) con rotazione costante w. Scrivere lavelocitae

|’accelerazione di P.
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Risposte

1) Dato il vincolo di rotolamento puro possiamo considerare larotellaeil
triangolo come due polari in moto relativo. Pertanto imponiamo |’ eguaglianza
dellavelocitadel punti punti a contatto C,e C,. Matutti i punti del triangolo
hanno egual velocitaassegnata e sia questa x. Lavelocitadel punto C, della
rotellas scrive con laformulafondamentale riferendolaa punto A. Lavelocitadi
A éinoltrelastessadi B appartenendo alla stessa parte rigida che trasla
verticamente.

Pertanto in formule si ha

ve, = Ve, X = VA+rqt”

con t versore tangente allarotella e parallelo all’ ipotenusa del triangolo. Laformula
ricavata s presta a unafacile risoluzione grafica. Lo studente provi arisolverla
partendo dal vettore noto a primo membro.

2) Il secondo quesito riguarda la cinematica del punto P. Esso si muove sulla
circonferenza che a sua volta ruota con velocitaangolare costante w attorno alaretta
fissa. Pertanto valgono le formule dei moti composti del punto

VP = rqt” + rsinqwm

Il vettore t e tangente alla circonferenza nel piano ruotante € normale a detto piano
( vettore entrante). Lo studente ricavi in modo analogo |’ accelerazione di P.
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Esercizion. 6

1)Datal’asta | , di massa m, i cui estremi Ae B scorrono su due guide ortogonali
fisse s scrival’ energia cinetica

J.l‘lukl'

K
5

B

3) Per il manovellismo di primo genere giastudiato nell’ esercizio n.3 si scriva
|’ energia cinetica complessiva, la quantitadi moto e il momento della quantita
di moto dell’ asta AB rispetto a punto A.

4) Dato il sistemacostituito dall’asta AB vincolata a scorrere con |’ estremo
Bsull’asse yedal disco di raggio r, incernierato all’asta nel punto A e
vincolato arotolare senza strisciare sullaretta x, s scrival’ energia cinetica del
sistema. (m, massadell’astae m, massadel disco)

Risposte

1) Il problema e continuamente ricorrente nella meccanica del corpo rigido. Si
tratta di scrivere con il teoremadi Koning I’ espressione dell’ energia cinetica. Si ha
con ovvio significato dei ssmboli

T :%WZG+%|Gq'2
dove
2 m|2

.2 .2
Vo =X+ Ve elg=—r

12

Osservazione importante: il centro di velocitadell’ asta, C, che si trova per il teorema
di Chasles sull’intersezione delle perpendicolari alle direzioni delle traiettorie di due
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punti qualsiasi, in questo caso sl trova all’ intersezione delle parallele agli assi per A e
B, punti dei quali sono certe le traiettorie, e mantiene sempre la stessa distanza dal
baricentro G. Si puo allorascriverel’energiacinetica T come se |’ asta ruoti attorno a
C

1. -, 1m?.
T:_I 2:__ 2
2cq > 3q

Come utile esercizio |o studente controlli I’ identitadella due formule.

5) L’energiacineticasaralasommadelle energie cinetiche di biellae manovella.
Pertanto dette m, e m,le masse rispettive avremo

T :%qu.2+ %(mZVG2+ IGJ.Z)

mr2 2

m,|
con I, = ; g = —2

e le dtre grandezze note dalla cinematica del problema.

S hainoltre

Q=mVg + M,V
Ky=m,(G- AUV, + 1 Jk

6) L’astasi muove con gli estremi su due guide ortogonali, pertanto ricordando il
caso 1) avremo

|2 . .
T_lrnl q2+1|C\]2

2 3 2
con I :gmzr2 le velocitaangolari legate dallarelazione

p IZS'an 2q'2
Vo=
r
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Esercizion.7

1) Dato un pendolo composto, determinare I’ accelerazione angolare e lareazione
vincolarein O in condizioni di moto incipiente.

Risposte

Si suppongail pendolo trattenuto da un filo una parte fissa col baricentro allontanato
dallaverticale per O. Il moto incipiente puo essere realizzato troncando il filo che
trattiene il pendolo. In tale istante la velocitaangolare € ancora nulla mentre

|” accel erazione angolare e quella che viene richiesta.

Per scrivere un’ equazione del moro si puo pensare a un equazione di un momento
con polo O. Pertanto si ha

- mgOGsing - 1 g =0

dove 1, eil momento d'inerzia del pendolo rispetto alla normale ala figura passante

per O. Dal’ equazione precedente si ricaval’ accelerazione angolare. La reazione
vincolare si ricava scrivendo un’ equazione vettoriale di risultante e proiettando
quindi lungo le direzioni orizzontale e verticale.

mg +f o - MOGqt =0
Laq che compare € quella giaricavata.
|
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Esercizion. 8

Il sistema materiale di figura e contenuto in un piano verticale ed e costituito da un
blocco scorrevole senza attrito su un piano, inclinato di un angolo a sull’ orizzontale,
e da un peso collegato tramite una fune al blocco scorrevole. Lafune e vincolataa
passare senza strisciamento su due carrucole, unamobile e unafissa, di raggio
rispettivamente r e R.

Un'estremitadella fune e fissata a centro della carrucola fissa di modo che sono
eguali mentre quelle delle carrucole sono trascurabili.

Scelta x come coordinata lagrangiana, si ricavi, in condizioni di equilibrio, il valore
della costante k dellamolladi figura

Si scriva poi I’ equazione del moto del sistemae s indichi il valore della pulsazione
propria

Si indichi infine la soluzione dell’ equazione del moto ricavando I'integrale
particolare corrispondente a condizioni iniziali assegnate x,, X, .
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Risposte
Il legame trala coordinata langranciana e gli altri parametri € dato dalle relazioni

Xx=-Rq; ZP:'%RQ%

La costante dellamolla si ricavaimponendo che in condizioni di equilibrio sia
soddisfattal’ equazione dei lavori virtuali

dG:-kxdx+mgsjnadx+mgd—2X:O

della quale dividendo per dx s ricavak .
Si puo anche scrivere il potenziae e poi eguagliare a zero la derivata rispetto a
x. Si ritroval’ equazione precedente.

- kx? . X
U= + mgxsna + =
2 J mg2

du : 1
—=-kx+mg(sna +—=
™ mg( 5)

L’ equazione del moto s ottiene o dall’ equazione dei lavori con I’ aggiuntain questo
caso delle forze d'inerzia o procedendo a scrivere |’ energia cinetica del sistemae
quindi |’ equazione di Langrange. In questo ultimo modo s ha

LD e
T:laerm'(2+mx_g:EW4
2% 45 2
e |’ equazione del moto sara
g+ K =3 Rina + 12
5m 57¢& 2g

L’ equazione scritta e una delle piu trattate nei primi corsi di Analisi e quindi ben nota
alo studente.
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Esercizion. 9

1) Dato il disco di raggio r emassa m, mobile al’interno di una cavitacircolare
fissadi raggio R ecentro O, s scrivano nell’ ordine

Il potenziae

L’ energia cinetica

L’ equazione del moto tramite un’ equazione di momento attorno a C.

Questo esercizio e strettamente semplice ma presenta qual che difficoltache € bene

chiarire.
Per quanto riguardail potenziale e beneriferirs a punto fisso O.
Pertanto, indicato con J |’angolo formato trala congiungente OA e laverticale per
O, scriveremo
U =mg(R- r)cos]
Per |’ energia cinetica del disco, essendo il moto piano, avremo
r=Imi+1gte L

dove I’angolo g, angolo di rotazione del disco non e |’ angolo precedentemente
indicato con J mael’angolo di cui ruotail disco, angolo che deve essere scelto tra
una direzione fissa e una mobile e solidale col disco. Questo angolo quindi deve
essere un angolo diverso da J , in quanto quest’ ultimo indica la rotazione del
segmento OA rispetto allaverticale, eil segmento OA non € solidale a disco.
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Malil disco e un sistema a un grado di liberta, la coordinata langrangiana € una
sola, quindi bisogna scrivere unarelazione tra questi due angoli o trale loro derivate.

Talerelazione si ricava eguagliando le velocitadel punto A, considerato unavolta
come punto che ruota attorno ad O su una circonferenza di raggio (R- r) con velocita
angolare J , e unaseconda volta come punto solidale al disco, sfruttando quindi il
centro di istantanea rotazione C e larotazione q . Si ha pertanto

v,=(R-rl =-rq
(11 segno meno e necessario tenuto conto che le due rotazioni sono di Segno opposto.)

Si haquindi I’ energia cinetica tramite laformula giaricavata, in funzione della
velocitaangolare J ,

T =1§m(R- r)2J2
22

Notiamo ancora che essendo Cil centro di velocitadel disco e mantenendosi a
distanzafissada O s puo scrivere direttamente |’ energia cinetica attornoa C
ottenendolain forma monomiaein funzione di g

1 .
T=21.9°2
5 cd

L’ equazione del moto si ottiene scrivendo |la seconda equazione cardinale della
dinamicacon polo del momenti C.

mgrsind - 1.g =0

nella quale non compare il momento della reazione vincolare in quanto questa
passa per C. Larelazione ricavata per le velocitg derivata rispetto al tempo, permette,
eliminando q, di pervenire alaformafinale dell’ equazione del moto
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Esercizion.10

1) Il sistema materiale indicato in figura e costituito da un’ asta di lunghezza |
emassa m, incernieratacon |’estremo A nel centro di un disco di massa m, edi
raggio r. |l disco rotola senza strisciare su unaretta x mentre |’ astaevincolatain A
con una cernieramobile ein B ascorrere senza attrito su unaretta y. Oltre alle forze
peso e applicataunaforzaelasticatrail punto At edil punto A.

a) Scrivereil potenziae del sistema.

b) Scrivere |’ energia cinetica del sistema
c) Scriverel’ equazione del moto

B

Risposte:
a)Le forze attrattive sono conservative pertanto il potenziale si scrive
Immediatamente. Esso vale

U=- mlgl—zcosq - glzs'nzq + cost

b) L’ energiacineticae
iml? ., 13  , .,
T=———qg“+=—myr
2 3 0 T

Per eliminare j * si scrive lavelocitadi A come punto del disco dell’ asta:
eguagliando ed elevando al quadrato si ottiene
rj 2 =1%cos’qq?
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S hacosi

1am,| 2 0.

T=2¢ 1 +§m2I2coszq-Eq2
2§ 3 2 o

Per scrivere I’ equazione del moto facciamo uso dell’ equazione di Lagrange nella
coordinatalangrangiana q .

dt eﬂqz g dg
S haintanto

1T 12
05 &mé +2m2I cos’ q;aq

2
E@Q_&mﬂ += m2| cos’ q-q 3m,| ? sinq cosqq *
dteﬂqra § 7

ﬂ—-éml sng co

o 5 q cosqq *
du I

— =m,g—sing - kl?sing cosg
dq 2

quindi I’ equazione del moto

ml o

a3 3
g—mzl cos’q +— ﬂ - —mzlan cosqq 2 ——mlgsmq kl cosg sing

]
© Politecnico di Torino Pagina 19 di 30
Data ultima revisione 7/23/2001 Autore: Ce.Te.M.



Politecnico di Torino ELEMENTI DI MECCANICA RAZIONALE
Ce.Te.M

1 Esercizi

Esercizion. 11

LatraveaT di figuraé formata da due aste di egual lunghezza | e massa m
saldate ad un angolo retto come in figura e ruotanti in un piano verticale.

Supposto che latrave ruoti, con velocitaangolare costante, attorno al punto fisso
Os determini lareazione vincolare f ,quando g =p /2e quando g =0.

Si eseguano i calcoli numerici nel caso

| =50 cm
m=8Kg,,

q =w = 4rad/sec
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Risposte
Con una equazione di risultante di ricavano le componenti dellareazione vincolare
inO:;
fo, =M(Xg +X5,) o -2mg=m(y, + V)

qg=p/2:
Ko =- =W Xo, =-IW? Yo =Yg =0

Sostituendo i valori nelle componenti della reazione vincolare giatrovata si
ottiene

fo, =0 f, =25696N
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Esercizion. 12

Lacarrucolaindicatain figura, di massa M eraggio r, incernieratanel suo centro
O e puo quindi ruotare attorno ad O nel piano verticale. Sulla carrucola € avvolta una
fune che all’ estremitalibera porta un peso m. Il tratto di fune svolgentes dalla
carrucola si mantiene verticale. Unamolladi rigidezza k collegail punto B(- 2r,0) a
punto A situato sulla periferiadella carrucola
S assumalarigidezza dellamolla K :ﬁ.
a) Determinare le configurazioni di equilibrio discutendone la stabilita

b) Seper t=0 il disco parte dallaposizione q :% con velocitaangolare nulla, si

determini la velocitaquando raggiunge la configurazione q =p .
c) Si scrival’ equazione del moto del sistema.

d) Si determini latensione dellafune per q'(t)=$

A
M"‘J’V
:-f”f
B 0
ﬁ,ﬁﬂ M
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Risposte.
Calcoliamo prima di tutto il potenziale e |’ energia cinetica del sistema.
Con riferimento agli assi di figuracon originein O s ha:
Fel =-kr(2+cosq)i - krsing j, P=vy,j=(rq +cost)j, dP=rdq ]

equindi il potenziale e |’ energia cinetica

U(@)=-mgrq - grz[(2+ CoSsq )2+sin2q]

2 L
—er q.2+1mt‘2q.2:lgem+Mgl‘2q2
2 2 2 28 24
a) Configurazione di equilibrio con k = ? :
du ) . : 2 .
o -mgr - kr “[- (2+ cosq )sing +Sinq cosq] = - mgr + 2kr © sinq =
q
. . 1 P 5
=mgr(-1+2snq)=0 P SNg, = —:q, =— g, = —p
mgr ( ) m =01 s =

Si arriva allo stesso risultato scrivendo un’ equazione di momento attorno ad O.
L a discussione della stabilitaé semplice tenuto conto che e

2
d Li = 2kr % cosq
dq

e chetale valore della derivata seconda € positivo per g, = %e negativo per q, = gp :

La prima posizione risulta di equilibrio instabile, |a seconda stabile.

b) Determinazionedi q per q =p con le condizioni assegnate.
Convienericorrere all’integrale primo dell’ energia cinetica ( dopo averne

verificato |’ esistenza) scritto per le due posizioni qO:pE €q, =p .
To-Upg=T,-U,

]
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Le espressioni giaricavatedi T eU forniscono

p 5 , 1le Mo 5> 1

—mor + —kr°==cm+ —-=r r+=kr

2mg+2 23 +2ﬂq+pmg+2
dallaquale s ricavaq . Per k = m s ha quindi

r

g = 294 p)
r(2m+ M)
¢) Equazione del moto:

Sull’intero sistema equazione di momento rispetto a O

oK _ . Mr? .. -
MOZT'[O t- mgr+ 2kr?sing = loa + Mypr = 2 a+m

d) Tensione dellafune (con q(t) = 2_rg ):

Equazione di risultante sul solo peso

S mg +Tj=mjj=mrq ]
T =mlrq + g)= 3mg

© Politecnico di Torino Pagina 24 di 30
Data ultima revisione 7/23/2001 Autore: Ce.Te.M.



Politecnico di Torino ELEMENTI DI MECCANICA RAZIONALE
Ce.Te.M

1 Esercizi

Esercizion.13

Il sistema materiale indicato in figura e costituito da un disco di massa m e
raggio r, che rotola senza strisciare su un piano inclinato e da una carrucola
mobile di massa m, eraggio r, . Unafuneflessibile e in estendibile e di massa
trascurabile collega, tramite unrinvio B, il baricentro G, del disco e un punto
fisso, avvolgendos attorno alla carrucola. Si assume che esista puro
rotolamento trala carrucola e la fune stessa.

Assegnata come coordinata langrangianalo spostamento x del disco sul
piano inclinato

a) Si determini lavelocitadel baricentro G, della carrucola nota la velocita
angolare del disco sul piano inclinato.

b) Determinareil rapporto ™ trale due masse guando il sistemaein
2

condizioni di equilibrio.

c) Scriverel’ equazione del moto del sistema e integrarla con le condizioni
iniziali t=0: x(0) = x, ; %(0) = X, .

d) Calcolare, in condizioni generiche di moto, lareazione vincolarein C ela
tensione dellafune nel tratto parallelo a piano inclinato.

ot L
B
G,
D
-
ﬂ..u.._ﬁ
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Risposte

a) Chiamati j , ej , gli angoli di rotazione del due dischi, si ha per |’ipotesi di
puro rotolamento
Ve1 = Vo =X= 1j.1 :-2I‘2j'2 :2V<32

quindi

v _ e X X
G2 2]1] v rl’lz or,

b) Conil principio dei lavori virtuali si ha per I’ equilibrio :
71L® mgsinadx- ngd—X: gemlsina - ﬁggdx: 0
2 e 2 o

1
2dna

m
m,

c) L’energiacineticavale

L’ equazione del moto si puod scrivere o con |’ equazione dei lavori o scrivendo
un’ equazione cardinale di momento ad es. sul disco 1 e poi eliminando la
tensione del filo con una seconda cardinale sull’ altro disco. In ogni caso s
giungea:
lg%ny + §m295<: o, sina - M9y
2¢ 4 g e 24
dacui
%= 4g 2m Sna - m,
12m, + 5m,

= cost= a

1
x(t) = Eat2 + Xt + X,

d) Lareazionevincolarein C hadue componenti che si ricavano mediante

]
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eguazioni di momento rispetto a G, e di risultante sul disco 1

m v
fo = - —X fo =mgcosa Tens= mggsina 348
2 e 2 g
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Esercizion. 14

Il sistema materiale indicato in figura, contenuto in un piano verticale, e
costituito da una sbarra, omogenea e pesante, di lunghezza | e massa m. Lasbarra
puo scorrere con |’ estremo A su unaretta orizzontal e fissa mentre una molla di
rigidezza nota k ne collegail baricentro G con il punto fisso O situato sullaretta
orizzontale anzidetta.

Assunte come coordinate langrangiane ladistanza x di O da A el’angolo q che
|” asta forma con |’ orizzontal e:

1. Siscrivail potenziae dell’ asta.

2. Si determinino le configurazioni di equilibrio discutendone la
stabilita

Si scrival’ energiacineticadel sistema

Si scrivano le equazioni del moto.

> W

]
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Risposte

Questo sistema ha due gradi di libertapertanto sono necessarie due coordinate
langrangiane e s otterranno quindi due equazioni del moto.

S haintanto

I I .
Xg = X- — C0Sq = —8Nq
G 5 Yo 5

U<matang. K& 2 oos
_ngSInq- E§Z+X - XCOSqéj

la m? .6
T-2F2, 2, M -2°
zgxe Yo 12q £

e effettuando i calcoli sl haper T

1ed? ., ., .. 6
T 2+X2+|XS|nqqi

=—=&—q
283 :

Lascrittura del potenziale e dell’ energia cinetica permette di ricavare le due
eguazioni del moto richiestenella x enellaq .

]
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Esercizion. 15

Il sistema materiale indicato in figura, contenuto in un piano verticale, €
costituito daunasbarra OB, di lunghezza | e peso trascurabile, incernieratain un

punto fisso O eriportante all’ estremo B unamassa m. Unamolladi rigidezza
nota k collegail punto di mezzo A¢ della sbarra con un punto A situato sulla

. . I
verticale per O adlstanzaE da O.

Assunta come unica coordinata langrangianal’ angolo ¢ chel’ astaformacon
I’ orizzontale:

1. Siscrivail potenziale dell’ asta.

2. Si determini la configurazione di equilibrio discutendone la stabilita
3. Si scrival’energiacineticadel sistema.

4. Si scrivano le equazioni del moto.

Il sistema haun grado di liberta Si tratta di ripetere i procedimenti visti nei
precedenti esercizi. Vuole lo studente cimentarsi da solo?

Y
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