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PROBLEMI RISOLTI DI MECCANICA RAZIONALE
Dispense per i corsi di Meccanica Razionale 1 e 2. Prof. Stefano Siboni

Esercizio 1. Energia cinetica di un sistema scleronomo a 2 g.d.l. in 3D

In una terna di riferimento cartesiana ortogonale Oxyz si consideri un disco circolare D,
libero di ruotare nel piano Ozy attorno al punto fisso O e dotato di momento d’inerzia
I rispetto all’asse Oz. Il disco e connesso rigidamente ad un’asta verticale OA, alla cui
estremita A si incerniera una seconda asta AB, di massa m e lunghezza /¢, libera di ruotare
in un piano verticale fisso rispetto al disco. Indicato con P un generico punto di AB e posto
¢ =|P—A| €]0,4], la distribuzione di massa lungo AB ¢ caratterizzata da una opportuna
densita A(§) > 0. Si faccia uso dei parametri ¢ (angolo di rotazione del disco rispetto
al piano Oxz) e § — angolo di rotazione dell’asta AB rispetto alla direzione verticale
— mostrati in figura per determinare ’espressione dell’energia cinetica totale relativa ad
Oxyz del sistema.
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Soluzione

L’energia cinetica del sistema consta della somma di due termini, l'uno relativo all’asta
AB e l’altro al disco . 1l termine di energia cinetica del disco si calcola immediatamente,
tenuto conto del fatto che il moto rigido di D avviene attorno all’asse fisso Oz con velocita
angolare ¢ €3

Ty = L

D = 280 .

Quanto all’energia cinetica dell’asta T4p, essa puo essere valutata in vario modo. Di
seguito si illustrano tre metodi equivalenti per ottenere il risultato.

Primo metodo. Teorema dell’energia cinetica per un sistema rigido con un punto fisso

Il punto A dell’asta e vincolato in posizione fissa, per cui si puo calcolare ’energia cinetica
richiesta applicando 'espressione per l’energia cinetica di un sistema rigido con punto
fisso. Trattandosi di sistema a due gradi di liberta, conviene procedere in modo sistema-
tico individuando una terna cartesiana solidale all’asta, con origine in A, e ricavando le
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componenti del vettore velocita angolare istantanea di AB, nonché della matrice d’inerzia,
rispetto a tale terna. La terna solidale Ax’y’z’ abbia ’asse Az’ coincidente con la retta
AB, l'asse Ax’ normale al piano vincolare dell’asta ed infine I’asse Ay’ perpendicolare ai
precedenti ed orientato in modo che Az'y'z" risulti destra (vedi figura). Si indichi con
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¢} il versore associato ad Az’. La matrice d’inerzia dell’asta rispetto ad Ax'y’z’ soddisfa
le ovvie condizioni Ly, = Ly, L., = 0, ed ¢ principale per evidenti ragioni di simmetria

L

A= [eng de.

A
L =|o
0 0

S O
o O O

Altrettanto agevole ¢ il calcolo della velocita angolare di Ax'y’z" rispetto ad Oxyz, osser-
vato che ¢ e # sono due angoli euleriani, associati alle rotazioni attorno ad Oz ed Ax’
rispettivamente

B =¢és+0é).
Le componenti in Az’y’z" di & si deducono dalle identita vettoriali
S =06 +¢(coshéy+sinhéy) = &) + ¢ sinbeéy+ @ cosfél.
L’espressione cercata e allora

. A0 O 0 .
(6 sinf¢ cosfp)| 0O A O sinf¢ | = §A(92+sin29gb2).
0 0 O cosf

DN |

Tap =
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Secondo metodo. Teorema di Konig
Per individuare il baricentro G dell’asta occorre e basta determinarne I’ascissa &z lungo
I’asta, per mezzo della definizione

o = o [ €O dg mzfA<£>d§

e quindi

to
<.

Di qui si deducono le componenti cartesiane in Oxyz del vettore G — O

G-0=A-0+(B- A

(§c sinf cos g, &a sinf sing, |[A — O] — &g cosb)

ed il modulo quadrato della velocita di G

|G|2 = (:'cg)Q + (yG)2 + (Zg)Q = (fG cos @ coscpé — &g sinf singogb)Q +
+ (§G cos 6 sing09+§g sin 6 cosgogb)Q + (fG sin&é)2 = 52,(&2 +sin29gb2) :

Introdotta la terna cartesiana baricentrale Gx1y;z1 (con gli assi rispettivamente paralleli
a quelli di Ozyz), il teorema di Kénig porge

m : . .
Tap = Eéé (02 + sin? 9@2) + TAB,Gzyyr 21 -

Il calcolo dell’energia cinetica per il moto attorno al baricentro, T4 G4,y -, » Procede come
quello di T'4p nel caso precedente (primo metodo), salvo che l'origine del sistema solidale
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¢ ora G (terna di assi centrali d’inerzia) ed i momenti A sono sostituiti da

Ejffa dg .
0

11 risultato e cosi
1 : . .
TAB,Griy121 = §AG (92 + sin? 0@2) ,
dal quale si deduce

Tap = (mfé + Ag) (92 + SiIl2 ) @2) .

DO

L’espressione ottenuta coincide con quella ricavata con il metodo precedente, siccome per
Huygens-Steiner vale 'identita A = m&2% + A, che non ¢ inopportuno verificare diretta-
mente

l l l l
/5 )’ >d§=/w<£> dé—%/w(@ d§+£é/A<£> dé —
0 0

= A —2m&L +mél = A —méd.

Terzo metodo. Integrazione diretta sull’atto di moto
Un punto generico @, di ascissa curvilinea £ € [0, ¢], dell’asta & individuato dal vettore

Q—0 = £sinf cospéy +Esinf sinpés + (OA — € cosh) és
e la sua velocita si scrive
Q = (€ cost cosp B — € sinf sinp @) é; + (€ cosh sinph + € sinh cos p ) éx + & sinb hés .

Percio |Q|2 = &2 (02 +sin? ngQ) ed e quindi possibile calcolare ’espressione di 1" applicando
la definizione

V4 V4
. . 1 .
Taw = 5 [ QPN = 5 [€NOde (67 + a0 ) = JAG +sin®0 7).
0 0
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Esercizio 2. Energia cinetica di un sistema scleronomo a 2 g.d.l.

In un riferimento cartesiano ortogonale Oxyz € data un’asta rigida omogenea di estremi
A e B, avente massa m e lunghezza ¢. L’asta & vincolata a giacere nel piano coordinato
Oyz, mantenendo ’estremo A sull’asse Oz. Scrivere 'espressione per ’energia cinetica
dell’asta rispetto alla terna di riferimento Oxyz, facendo uso dei parametri lagrangiani s
e 6 mostrati in figura.

Soluzione
Mostriamo come sia possibile pervenire al risultato seguendo tre metodi diversi, fra loro
equivalenti.

Primo metodo. Teorema di Konig
Trattandosi di asta omogenea il vettore posizione del baricentro G si scrive

14 14

G-0 = 3 sin @ éo — (5 cos O + s)ég

e la sua velocita relativa ad Oxyz risulta
. ¢ . / .

G = 5 costles+ (5 sind—s)eg

di modulo quadrato
) 02 . i
IG]? = 292 +§% — £ sinf 03 (2.1).

Per determinare l’energia cinetica del moto attorno al baricentro si considera una terna
baricentrale Gz1y; 21 (con origine in G ed assi orientati in modo costante rispetto ad Ozyz)
avente gli assi Gr1, Gy; e Gz rispettivamente paralleli ad Oz, Oy ed Oz:

X

Stefano Siboni 5




Universita degli studi di Trento Esercizi di Meccanica razionale

Rispetto a tale riferimento l'asta ruota attorno all’asse fisso G con velocita angolare
6 é1, in quanto I’angolo 6 & per definizione compreso fra una direzione fissa sull’asta (quella
del segmento GB) ed una direzione fissa nel riferimento baricentrale (ovvero, equivalen-
temente in quello fisso Oxyz). Si osservi che a rigore sarebbe necessario introdurre un
ulteriore riferimento solidale al corpo rigido, per esempio con un asse passante per l’asta,
un secondo coincidente con Gz ed il terzo perpendicolare ad entrambi. Il valore di 6 ver-
rebbe allora piu precisamente interpretato come ’ampiezza dell’angolo diedro compreso
fra il piano Gz1z; del sistema baricentrale ed il piano coordinato individuato da Gz e
da AB nel riferimento solidale (vedi figura). In questo caso, data ’estrema semplicita del
sistema in esame, l'introduzione della terna solidale non si rende strettamente indispensa-
bile ed il risultato appare del tutto ovvio. Negli esercizi a seguire si converra la scelta del
riferimento solidale come operata implicitamente, lasciando al lettore i dettagli della sua in-
dividuazione. Indicato con I, ., il momento d’inerzia dell’asta rispetto all’asse coordinato
Gz, Venergia cinetica del moto attorno al baricentro vale allora

1 . me? .
T T1Yy121 _[ac T ? = —92
Gziyiz1 9 1 19 24
ed infine, tenuto conto della (2.1)
. 0 . . 02 . 2. 2 .
T — %|G|2+TGM1Z1 _ %<202+52—€sin09$)+n;—492 - m<€02+%—§sin90$).

Secondo metodo. Integrazione diretta sull’atto di moto L
Un punto generico @ dell’asta sia individuato dall’ascissa curvilinea £ = AQ € [0,¢]. Le
coordinate di Q in Oxyz sono quindi

(0, & sinf, —s — £ cosb)
e le componenti di @ nello stesso riferimento
(0,¢ cos0f, —5+¢ sin@é) )
Si ha allora
Q> = €% cos?06? + (¢ sinf 6 — 3)2 = £20% — 2¢ sinf6s + §*
e I’energia cinetica diviene

¢ ¢
_ L [ 0p™ e — ™ (1026 — 96 singds + 21 de = m| i+ 5~ Lingis
T_2/|Q|£d§—2£/[§9 2§sm998+s}d§—m[69+2 2sm995
0 0

che coincide con il risultato precedente.

Terzo metodo. Uso dell’asse istantaneo di rotazione
Il generico punto ) dell’asta ha vettore posizione

Q—0 = ¢{sinféy+ (—s — & cosb) éz
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e la sua velocita relativa ad Oxyz risulta
Q = £ cosf0éy+ (—S +¢ sin@é) é3
mentre la velocita angolare dell’asta vale & = 6 ¢é,. Trattandosi di moto rigido piano, il
centro di rotazione istantanea C e allora definito ed individuato dall’espressione
1 . 1 é1 éa és
C-0=Q-0+-=-6NQ=0Q—-0+~+|1 0o 0 =
0 010 &cosfhf —s+Esinfo
1 . .
=Q-0+ 5[(3 - ¢ sin@@) €a+ ¢ Cos@@ég} =
= ¢sinfés + (—s — & cosh) és + <§ —¢ sin@) éa+ & cosbés = gég — sés,

dove si & supposto che 6 # 0. In definitiva, per 0 # ( il centro di rotazione istantanea e

dato da )
S . ~
C—-0 = 562—863

indipendente da &, come deve essere. Qualora si abbia 6 = 0 risulta invece
Q=—-5é3 VQeAB

e l'atto di moto e puramente traslatorio.

Nel caso 0 # 0, essendo A — O = —sés e B—O = [ sinféy + (—s — £ cosf) és, il vettore
posizione del baricentro dell’asta ha la forma

1

G-0 =3

[(A-0)+ (B-0)] = g sinf és + <—s— g cos@) és .

1 $\2 02
Pertanto |G — C|? = <§ sinf — g) + T cos?f ed il momento d’inerzia Ic, dell’asta ri-

spetto all’asse istantaneo di rotazione C'z vale, per Huygens-Steiner

02 l \2 (? 02 5 52
Io, = %+m[<§ sin@—g) —i—zCOSQe} :m[g—ﬁsineg ;—2 .
[’atto di moto & puramente rotatorio attorno a C' e dunque ’energia cinetica e data da
1. 2., 0 .8

in accordo con il risultato gia ottenuto. Per 6 = 0 si ottiene invece

L

V4
1 o) m m
T = = 22008 = 22 [ 24 = 252
2/|@|£d§ 2£/sd§ iy
0

0

che & la forma assunta dalla (2.2) nell'ipotesi § = 0.
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Esercizio 3. Energia cinetica di un sistema scleronomo a 2 g.d.l.

Sia dato un sistema costituito da due aste rettilinee rigide omogenee, OA = A; ed AB =
Ao, incernierate in A e vincolate a giacere nel piano Oyz di una terna di riferimento
cartesiana ortogonale Oxyz, con il punto O fisso. A; ha lunghezza ¢; e massa m1, mentre
Ao ha lunghezza ¢35 e massa mo. Facendo uso degli angoli #; e 65, indicati in figura, come
parametri lagrangiani, si determini I’espressione dell’energia cinetica del sistema relativa
ad Oxyz.

Soluzione
L’energia cinetica 1" del sistema ¢ identificabile con la somma delle energie cinetiche T, e
T, delle singole aste, che possono essere valutate separatamente.

Energia cinetica di Aq

Nella terna Oxyz il moto dell’asta avviene attorno all’asse fisso Ox e poiché 6, e I'angolo
compreso fra la direzione Oz (fissa nel riferimento Ozyz) e quella di A — O (fissa rispetto
ad Aj), la velocita angolare di Ay si riduce a 01 é1. 1l teorema di Huygens-Steiner porge
per il momento d’inerzia dell’asta relativo ad Oz 'espressione

m1€% 61 2 1 2
Ios = (—) = Syl
© 12 Ty gty

L’energia cinetica diviene infine

1 . 1 .
TAl = 5[0359% = 877746%9%
Energia cinetica di Ag
In modo analogo a quanto gia osservato per Ay, la velocita angolare di Ay rispetto alla terna
Oxyz si verifica essere 6 é1. Data ’assenza di punti fissi, conviene applicare il teorema di

Konig. Il baricentro G5 di As ha in Oxyz le coordinate

<0, 01 sinfy + %2 sinfly, —¢1 cosb — %2 cos 92)

con
. .0 12 .y 12

|G2|2 = [61 cos 01 61 + 52 cos 05 92i| + [61 sin 8 61 + 52 sin 05 92i| =

&

26%9% + Zﬁg + £1£2 008(91 — 92) 9192 .
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Nella terna baricentrale Gox1y1 21 ’energia ci-
netica relativa (del cosiddetto moto attorno al
baricentro) e espressa da

2 12 ?

TA27G2$11/1Z1 -

e quindi per Konig I’energia cinetica rispetto
ad Oxyz risulta
mo o - mo o - . .
Th, = 20303+ 226367 + @egeg + @Mg cos(01 — ) 6165 =

_ )2 |
_29

L’energia cinetica totale diventa cosi

92 + —6162 008(91 — 92) 9192

02
T = TAl + TA2 = <F + —)6292 m2 292 + —5162 008(91 — 92) 9192 (31)

Osservazione. L’energia cinetica totale € una forma quadratica definita positiva
delle velocita generalizzate ‘

Dalla (3.1) T risulta chiaramente una forma quadratica in (61, 92), di matrice rappresen-
tativa — simmetrica —

mi M2 o m2 _
( 2+ T )e 20105 cos(01 — 02)

M =
%5162 008(91 — 92)

mgﬁg
6

M ¢ definita positiva per qualsivoglia scelta di (61, 92) € R?. Infatti

cos? (6 — 0y) =

_(m1 M2 2m2€%_m2 22
det(M) = (—6 + 5 ) I~ 1l
1

— m1m2£2£2 26262[ 5~ 1—60082(91 - 92)} >0 V (61,06:) € R

mentre

m m 2
tr(M) = (Fw 72)£§+ m?fQ >0
e siccome il prodotto e la somma degli autovalori di una generica matrice 2 x 2 sono dati
rispettivamente dal determinante e dalla traccia della matrice stessa, si conclude che gli
autovalori di M (necessariamente reali, causa la simmetria della matrice) sono entrambi
positivi. Alla stessa conclusione si perviene applicando il criterio di Jacobi, osservato che
mi

det(M) > 0 e My = <F+7)€2 > 0.
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Esercizio 4. Energia cinetica di un sistema scleronomo a 2 g.d.l. in 3D

Si considera una semisfera omogenea rigida di raggio R e massa m. Alla base circolare della
semisfera e connessa rigidamente un’asta rettilinea OC' di lunghezza ¢ e massa trascurabile,
disposta secondo l'asse di simmetria della semisfera (C' & pertanto il centro del cerchio che
costituisce la base della semisfera). Il sistema rigido viene sospeso per il punto fisso O,
origine della terna cartesiana Oxyz. L’asta OC' & vincolata a giacere nel piano Oyz, ma
puo ruotare attorno al proprio asse OC' solidalmente alla semisfera.

Scrivere I’espressione dell’energia cinetica relativa ad Oxyz facendo uso degli angoli eule-
riani riportati in figura.

Soluzione
Si procede anche in questo caso al calcolo dell’energia cinetica seguento tre metodi diversi,
fra loro equivalenti.

Primo metodo. Teorema dell’energia cinetica per un sistema rigido con un punto fisso

Il metodo ¢ applicabile (e certamente conveniente) causa la presenza del punto fisso O.
Si sceglie la terna solidale con origine in O ed asse Oz’ disposto lungo O — C. Gli altri
due assi Ox’ ed Oy’ sono ortogonali, ma a parte cio arbitrari. Introdotti gli usuali angoli
di Eulero ¢, 6, 1, si osserva che dovendo OC' giacere costantemente in Oyz la linea dei
nodi Ozy N Ox'y’ viene a coincidere con l'asse Oz, cosicché p(t) = 0 Vt € R. L’angolo
(t) descrivera l'inclinazione del sistema rispetto all’asse Oz. 1(t) esprimera invece la
rotazione del corpo rigido attorno al proprio asse di simmetria OC. La velocita angolare
& del sistema si ricava ponendo ¢(t) = 0 V¢ € R nell’espressione generale

& = (sinf sine) ¢ + cos ) €] + (sinf cosvp ¢ —sinyp ) &, + (cos O ¢ + 1)) &4

dalla quale si deduce
& = cospfé) —sinpphél, + el . (4.1)

Allo stesso risultato si perviene direttamente notando che & = 6é; + 1 é% e che é; =
cosp &) — sinp é.
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La matrice d’inerzia [L’] rispetto al riferimento solidale si determina piuttosto agevol-
mente. Si osserva in primo luogo che i prodotti d’inerzia sono tutti nulli per evidenti
ragioni di simmetria, e che pertanto Oz'y’z’ costituisce una terna principale. Inoltre L/,
e pari alla meta del momento centrale d’inerzia di una sfera di raggio R e massa 2m
12 2
L, = -Z(2m)R*> = ZmR>.

zz 2 5 ( ) 5
Rimangono da calcolare L}, ed L, . La simmetria rotazionale attorno all’asse OC implica
che L}, = L;,. D’altra parte il comune valore dei due momenti principali si ottiene con
Huygens-Steiner

notando che il baricentro del sistema coincide con quello della sola semisfera (I’asta ha
massa nulla). Il momento d’inerzia rispetto all’asse C'y’ & gia stato calcolato

2

[Cy’ = 55(2m)R2 = ngQ
mentre quello rispetto all’asse baricentrale Gy’ vale
2 3 \2 83
Ioy = Toy —m|C =G = ZmR? - m<§R) = omR
Si puo infine applicare nuovamente Huygens-Steiner e scrivere
83 3 \2 2 3
Ly, = loy = lgy +m|G — O] = %mRQ + m<£+ §R) = m<5R2 + 0% + ZKR).
In definitiva, la matrice d’inerzia risulta
2 3
Ly, 0 0 L, = m[—R2 + 02 + —€R}
)= 0 r, o0 5 4
o 0 L, L, = ngQ.
Tenuto conto della (4.1), 'energia cinetica diventa allora:
1 . o Ly, 0 0 cos ) 6 .
T = §(cos¢9 —siny0 )| 0 L, O —sinyd | =
0 0 L, ¥
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2

3 o1 .
2 2, ° 2 4 272
R4 024 JUR|6P 4 cmR

1 . . m
= 5Lyt + L] = 5[

Secondo metodo. Teorema di Konig
Indicato con Gz1y; 21 un riferimento baricentrale, il teorema di Konig si scrive

1 .
T = 5m|G|2 + TGy 2 -

Le coordinate del baricentro in Oxyz sono

<0, <€+ gR) sinf , —(€+ gR) cos@)

e quelle della velocita G
<O, <€+ gR) cos00, <€+ gR) sin&é)

) 3 \2.
per cui |G|? = <£ + §R) 2. 11 calcolo di Tgu,y,=, © analogo a quello di T' gia eseguito

nel caso precedente, salvo che L;, dovra essere riferito all’asse baricentrale Gy’

2 9 5
L;/y = [Gy/ = <g — 6—4)mR .
Percio Lr/9 9 9
o = (G- e+ o]
Gona = 5 |\5 = gg) M0 gmItY
ed infine

1 3 \2, 2 9N w2 a]l My B 2 N Mg
T = — = 2 27 202 | ~ 202 _ g2, 2 “4n2\p2 TP p2 52
2[m<€+8R)9+m<5 64)R9+5mR¢] = (P4 SR+ S R? )P4 T R,

che coincide con il precedente risultato.

Terzo metodo. Integrazione sull’atto di moto
Un punto arbitrario () della semisfera ¢ individuabile in coordinate polari cilindriche
(7, p,€), con

£e [0,R] pe [0,VR?—¢? v € [0,2m).

)

|

S
_/
o
by
_-/

O
o
C
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Ad un istante arbitrario le coordinate cartesiane di ) in Oxyz si esprimeranno dunque
come

(peos(y + ), psin(y + ) cosf + (£ + &) sinb, p sin(y + ) sinf — (£ + &) cos b)
per cui le componenti di @ saranno
(= psin(y+ ),

p cos(y + 1) cosOvp — p sin(y + 1) sinf0 + (£ + &) cos 00,

p cos(y + 1) sin@v + p sin(y + ) cos00 + (£ +€) sin@é)
e di conseguenza

QI = p*? + (€4 )0 + p” sin® (7 + 1) 67 + 2p( + €) cos(y + 1) 0.
L’energia cinetica del sistema vale allora
R VR-€ o

I B O B T
0

0 0

dove p ¢ lo Jacobiano in coordinate polari cilindriche (v, p, £). Pertanto

vV R2-¢2 2w

3 . . .
T = E% i dé / dp/dvp[p2¢2+(€+§)292+,0281ﬂ2(’7+’¢)92 +
0
+2p(€ + €) cos(y + ) 6] =
3 R R2_€2
- E%/df / dp p[2mp*? + 2m(C + €)*6% + mp?6°] =
0 0
R
3 . R2_22 -R2—2 . R2_22
:% [2¢2( 45) +2(£+€)292 25 +92( 45)}(15:

_miy 3 20152 L M 2 io
- 2[12 +4£R+5R}e + S RY)

ad ulteriore conferma dei risultati precedenti.

Osservazione. Momento angolare rispetto al polo O

Se si indica con Ko il momento angolare rispetto al polo O e con K g) il momento angolare
del moto attorno al baricentro (G, calcolato rispetto al baricentro stesso, vale la relazione
generale

Ko = KY) +(G-0)AméG.
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G-0 = <€+gR> sin @ ég — <€+gR> cos 0 é3

G = <€+gR> cos@éég—F <€+gR> sin@éég

per cui
. 3 \2.|61 €2 és 3 .2
(G=0)AmG =m(t+2R) 6|0 sinf —cost| = m(e+ZR) 6
8 . 8
0 cosf siné
mentre ) ) )
& = 0 cospé) — 0 sin ey + 1 éy
€ —
Kg) — éll K(l) 5! + A2 K(l) 5/ + A3 K(l)
con
2 9 )
. 2 _ 2 \mR? 0 0 0 cosv
¢ - K <5 64)m o
¢, KD | = 0 (5 - )mR2 0 —0 siny
N 2(1) 5 64
¢ Ka 0 0 2R
5 (G
9 le1
. ’
8 2 0
C
G =Y
x1
x]
Di qui si deduce
K(l) < ) )mR2 (coswe —sin é. )+ mRQw = <g—g)mR2961+ mRQw
5 64 ! 275 5 64 5

ed infine il risultato richiesto
2

o = m[<£+ gR)Q + (— - g)Rﬂeel + 5mR2¢eS,

5 64

dove é5 = cosf é3 — sin 6 é; — vedi figura precedente.

Stefano Siboni
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Esercizio 5. Energia cinetica di un disco circolare che rotola su una retta fissa
Si vuole determinare ’energia cinetica di un disco vincolato ad un piano, in moto di
rotolamento (con o senza strisciamento) su una retta fissa assegnata. Il disco & circolare
ed omogeneo, di massa m e raggio R. Sia C' il suo centro. Il disco rotola sulla retta -,
fissa.

Soluzione

Si scelga una terna fissa Ozyz in modo che la retta v venga a coincidere con 'asse Ou;
sia viceversa C'z'y’z’ una terna con origine nel baricentro e solidale al disco rigido. Sia
¢ langolo (crescente per rotazioni antiorarie) compreso fra la direzione positiva dell’asse
Oz’ e quella di Ox. Si indichi infine con P il punto di contatto, ad un generico istante,
fra disco e retta fissa.

Caso del rotolamento con eventuale strisciamento
Per il teorema di Konig si ha

mR2)2 .9

m., - 1
T = ZICP+ 5 ,
2||+ 5 ) ¢

2
essendo ¢ é3 la velocita angolare del disco, mR? /2 il momento d’inerzia dello stesso rispetto

all’asse C'z' e . )
ICI? = [(5,0,0)]" = %

Pertanto
o= (5.1)

Caso del rotolamento senza strisciamento

Nel punto di contatto P fra disco e retta il punto sul disco e quello sulla retta hanno
velocita relativa nulla. In altri termini, poiché tutti i punti di v sono fissi, il punto P sul
disco ha velocita istantanea eguale a zero. Pertanto

0=P=C+¢p&AN(P-C)=3sé+¢pésN(—Ré) = (§+Rp) é
e quindi $ + Rp = 0. Quest’ultima relazione implica

s+ Ry = costante (5.2)
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il valore della costante dipendendo dalla scelta dei dati iniziali. Un unico parametro occorre
e basta per descrivere il moto del sistema — ad esempio si puo scegliere s. L’energia
cinetica si ottiene dalla (5.1) per semplice sostituzione del vincolo (5.2)

R2 £2 52 3
RIS =TT g (5.3)

T =5+
om—i/r 2 4 4

2 4

Osservazione
Allo stesso risultato si perviene notando che il moto rigido € piano e che P costituisce il
centro di rotazione istantanea. Dunque:

1 11p
T = ZIpp? = L&
2P30 2R287

dove Ip ¢ il momento d’inerzia del disco rispetto all’asse (istantaneo di rotazione) Pz:

2
mh mR? = §mRQ.

Ip = .

Percid T = m §23/4, in accordo con la (5.3).

Esercizio 6. Energia cinetica di un sistema scleronomo a 2 g.d.l. in 2D

In un sistema di riferimento cartesiano ortogonale Oxyz, sia data una guida circolare
rigida e fissa, di raggio R e centro O, localizzata nel piano Oyz. Un disco D, di raggio
r < R,

P: punto fissato sul disco

massa m e centro C', omogeneo, & vincolato a giacere nel piano della guida ed a rotolare
sulla guida stessa (con eventuale strisciamento). Il momento d’inerzia di D rispetto all’asse
Cz vale mr?/2.
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Facendo uso degli angoli (orientati) v e ¢ mostrati in figura, determinare 1’energia cinetica
del sistema.

Soluzione
Osservato che C' ¢ in effetti il baricentro di D, il teorema di Konig porge

m .
T = E|CY|2 +TCCIZ1y1Z1 9 (61)

essendo C'z1y121 una terna di riferimento baricentrale. Il baricentro C' ha in Oxyz le
coordinate
(0, (R—r) siny, —(R—r)cosy)

e di conseguenza
C = (R—r)cosyyéa+ (R—7)sinyyés = |C|? = (R—r)%45%

D’altra parte, rispetto a C'x1yi21 il moto del disco € una rotazione, descritta dall’angolo
p, attorno all’asse fisso C'xy. Pertanto

2 2
Tmrs 5 mre 4
Y

Tomun = 575~ 9" = 7%
dove ¢ é; e la velocita angolare istantanea del disco. Sostituendo nella (6.1) si deduce

infine

m mrQ

T:—R— 2.2 _-2.
2( )Y+ ¢

Qualora il rotolamento di D sulla guida fissa avvenga senza strisciamento la velocita del
punto di contatto @ disco-guida (preso sul disco) deve risultare nulla. Quindi

0=Q=CH+p& AN(Q—-C) =5 A(C—-0)+¢pé1 A (Q—C).

r
R—r

Dal parallelismo dei vettori Q — C e C — O si deduce Q — C =
seguenza

(C —0) e di con-

r

0 =91 A(C=0)+ ¢z A(C=0) = él/\(C—O)<f'y+gb

Rr)

Siccome i vettori é; e C' — O risultano perpendicolari e C' — O # 0, deve aversi necessari-
amente

r
. .:0

ovvero
r

R—r

la costante essendo determinata dai valori iniziali di v e ¢. Il risultato ottenuto e suscettibi-
le di una interpretazione geometrica molto semplice.

v+

¢ = costanteint (6.2)
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Sia Q(0) il punto di contatto disco-guida
sul disco all’istante t = 0, e Q(t) la po-
sizione dello stesso punto del disco all’i-
stante generico ¢. Sia infine Q' il punto
di contatto disco-guida all’istante t. s =
R~ e la lunghezza dell’arco di guida per-
corso dal disco, Q(0) @’. Ma & anche la
lunghezza dell’arco Q'Q(t) sul disco

s =1(y—)

(si osservi la figura, ricordando che in
base alla convenzione assunta ¢ ¢ < 0).
Pertanto

r
Ry =r(y—v) = (R=r)y+rp =0 — ’y+—rg0:0
che ¢ una relazione del tipo (6.2). Per I’energia cinetica del disco si ha allora ’espressione

m r 2 mr? 1 /7 mr?
T="(R- 2<_ ) —-2:—<— m2)'2.
B (mp%) T =l )¢

Il risultato ammette una interpretazione notevole: poiché il punto Q' del disco a contatto
con la guida soddisfa la condizione Q' = 0, @’ ¢ il centro di rotazione istantanea di D (il
cui moto € piano). Dunque

1 .
T = §[Q’x g02 5

dove Ig/, ¢ il momento di inerzia del disco rispetto all’asse istantaneo di rotazione, vale
a dire — per Huygens-Steiner —

mrQ

Ig, = mr? + Ia, = mr? + 5

Esercizio 7. Energia cinetica di un sistema reonomo a 2 g.d.l. in 3D

Con riferimento all’esercizio precedente, si assuma che la guida ed il piano 7 che la contiene
ruotino attorno all’asse Oz con velocita angolare costante 2 és. L’angolo diedro fra 7 ed
Oxz ha ampiezza Qt + « all’istante t — dove « dipende dai dati iniziali: ad esempio o =0
se per t = 0 il piano 7 coincide con Oxz. Determinare ’energia cinetica del sistema.

Soluzione
All’istante t il baricentro C' del disco avra in Oxyz le coordinate

(R —r) sinvy cos(Qt + ), (R —r) sinvy sin(Qt + ), —(R — 1) cosy)

per cui |G2 = (R —7)? (4% + Q2 sin® ).
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Indicata con Cz1y;21 una terna di riferimento baricentrale, con gli assi rispettivamente
paralleli a quelli di Ozyz, si procede al calcolo dell’energia cinetica Ty, 4,2, per il moto

attorno al baricentro.

/ ——

¢ scelta in

La terna solidale Cz'y'z —_tx

modo che Cx’ sia perpendicolare a T, z T‘

mentre C'y’ e C'z’ giacciono su tale pia- // ‘ \ :

no e sono fra loro ortogonali (ad esem- / \\

pio sia C'z’ prolungamento di C' — P, N\l |

come illustrato in figura). La terna - —

Cy' e Cz' & chiaramente centrale, con < /\/ i

matrice d’inerzia: AN N
mr?/2 0 0 \\\V/

L] = 0  mr?/4 0 , T

0 0 mr? /4

in cui i momenti centrali L}, = L), = mr? /4 si ricavano ricordando che L, +L;, = L.
La velocita angolare del disco ¢ & = Qé3 + ¢ €, con é3 = cos p é; + sin p €,. Dunque

G = pé] +Qsinpé, + Q cospéy

1 mr? 10 0 4
Towiyr = 5(@ sin p 2 cosgoQ)T 0 1/2 0 sinpQ) | =
0o 0 1/2 cos ¢ (2
2 2
mre 5 omre
= Q.
177
Applicando Konig si ottiene infine
m ) _ mr? | mr?
T = E(R—T)Q(VQ—FQQstV)—F 1 o2+ S 02

19
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Se il rotolamento del disco D sulla guida avviene senza strisciamento, vale ancora y
—¢r/(R —r), per cui si avra

="
2

(R—r)? (f'yQ + Q% sin? v) + %(R —7r)%42% 4+ — Q2
— ¢ certamente pit comodo utilizzare v in luogo di ¢ come parametro lagrangiano.

Esercizio 8. Dinamica relativa in un sistema di riferimento rotante con velocita
angolare costante — rispetto ad una terna galileiana assegnata —

Si procede preliminarmente a determinare le sollecitazioni fittizie, o d’inerzia, agenti nel
sistema di riferimento rotante, non inerziale.

Si considera una terna di riferimento inerziale Oxi1z2x3 come terna fissa ed un secondo
sistema di riferimento O’z x5x%, in moto arbitrario rispetto alla prima. Per un generico
punto P si pone inoltre P — O = Z?lec,- é;eP—-—0 = Z?lec; é.. In generale vale

Z:c,e, =0 CZ; Z el +2Z:c

Nella fattispecie si assume O’ = O, costante, ed & = Qég, ) costante. Percio

. dé’

O =0 % — Qe e
¢ d
a2~ dt

e di conseguenza, introducendo per brevita la convenzione di somma sugli indici ripetuti,

(Qes Aé)) = Qe A (3 né)) = D [es(és-é)) —éj]

l PN 274 (2 N N ! Al ~ BN
F = mie; = mQ?[é3(é3 - € x)) — &) af] + mi} &) + 2Qmeés A ié]
L’equazione della dinamica relativa diviene
o/ Al o ~ BN ~ A (A ~
mi;é; = F —2mQeés A (i56)) + mQ? &) o} — é3(é3 - éial)]

dove F & il risultante delle forze reali, —2m$QésA (i é}) ¢ la forza di Coriolis e +m$2 &«
és(és - elx})] la forza centrifuga. Indicata con @, la velocita relativa @é}, si Verlﬁca
immediatamente che la forza di Coriolis ha potenza nulla

—2mQés A Uy - T, = 0
nel riferimento relativo Oz z4x%. La forza centrifuga F,; ¢ conservativa. Infatti

2
Fop-di = mQ?[7 - di’ — (&3 -dT) (65 -7)] = %d“:ﬁ”ﬁ — (é5-@)7]
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per cui la forma differenziale del lavoro e esatta. Il potenziale corrispondente si scrive

Primo esempio
Moto di un punto materiale vincolato ad una guida circolare rigida e liscia, di raggio r e
centro O, rotante attorno all’asse Oz con velocita angolare costante (2é3. La terna Oxyz
si assume inerziale, mentre il punto materiale ha massa m ed e soggetto ad una forza F
— dipendente dalla posizione P del punto, dalla velocita P e dal tempo ¢.

La posizione di P viene determinata
per mezzo del parametro angolare 6(t)
mostrato in figura. L’equazione para-
metrica della guida si scrive, nella ter-
na inerziale Oxyz,

y = r sin@ sin(Q2t)
z = 7 cosf

{:c = r sinf cos(Qt)

N

ed il versore tangente nella posizione guida circolare

0 all’istante t vale
= 0|20
= B0 00

La legge oraria del moto sara infine del tipo

= cos cos(Qt) é1 + cos sin(t) é; — sinb és .

xp(t) = r sinf cos(2t)
yp(t) = r sin@ sin(Q)
zp(t) = r cosf

con # = (t) opportuna. L’equazione della dinamica ¢
mP = F+ 0. (8.1)
La reazione vincolare ¥ deve intendersi normale alla guida per ogni t fissato, per cui
U.ég = 0ela(8.1) diventa
mP . ég = ﬁ . ég .

Si hanno le relazioni:

. OP . OP . oP .. .. - d d 1OP
= — _— = o —_— P: o —e — | —
P 899+ ot rd ég + En Teeo—i—redteo-i-dt(at)
. . . d /0P
mP - ég —mr9+meg~£<§)
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dove op
5 = —r€) sin @ sin(2t) é1 + Q) sinf cos(Qt) éo

© d 0P

g <E) = [-rQ cos 06 sin(Qt) — rQ? sinf cos(Qt)]é

+ [rQ cos 06 cos(Qt) — Q2 sinf sin(Qt)] ez

sicché

P .

ég - %<%—t) = —rQ6 cos’ 0 sin(2t) cos(Qt) — r0? sinf cosf cosQ(Qt)+

+rQ cos? 00 sin(Qt) cos(Qt) — rQ? sinf cosf sin®(Qt) = —rQ? sinf cos .
In conclusione si perviene all’equazione del moto
mrh — mrQ? sinf cos = F - €g .

E immediato verificare il risultato ottenuto mediate le equazioni di Lagrange. L’energia
cinetica T' del sistema si scrive infatti

T = %|]~3|2 = %(rQQQ + 7202 sin® )
mentre per I'unica componente lagrangiana della sollecitazione attiva F vale I’espressione
=F -— =F-rég =rkF-éy.
Qo 50 0 0

Si ha cosi 'equazione lagrangiana

d (0T oT d . _
%<£) ~ 0 = Qo <— %(mTQG) —mr2Q? sinf cos® = rF-éy
e quindi, come richiesto,

mrh — mrQ? sinf cos = F - €g .
Secondo esempio

Come ulteriore esempio si risolve ora lo stesso problema nel sistema di riferimento di
origine O co-rotante con la guida circolare, come mostrato nella figura seguente

‘ N
z’ Coriolis
P —_
0 Fcentrifuga
A
0 e,
—_
o F .y
x’
r
N

guida fissa
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L’equazione parametrica della guida si puo scrivere, identificando il piano della guida con
Oy'Z

=0 y = rsinf 2 = r cosf
ed il versore tangente in un generico punto P(0,r sinf,r cosf) della guida diviene

P -1 10P
’8 = r%& (0,cos @, —sin ).

La legge oraria del moto si otterra determinando la funzione § = 6(t). L’equazione del
moto, nel riferimento prescelto,

mP - ﬁ+¢’+ﬁ00riolis+ﬁcf

e valgono inoltre le ovvie relazioni

- E(%G) - d—(ereg) = Orég +T9§ F.p = mQ?r sinf é,
Fooriotis = —2mQés NP = —2mQrfés A éqg U-¢9 =0 (laguidadliscia).

Percio

mP -éyp = F~é9+\I’~é9+FCOMOlZ‘S~é9+Fcf~é9 = F~é9+Fcf~é9

. . . . . . s . deo . .
e siccome P -ég = Orég-ég +1r0ép - p rf, si conclude che

mrl = ﬁ'é0+ﬁcf‘é0 = ﬁ~é9+m92r sinfé - ép = ﬁ~é9+m92r sin @ cosf.

In definitiva )
mr —mQ?r sinf cosd = F - ¢y, (8.2)
che coincide con I’equazione del moto gia scritta in Oxyz.

Osservazione ‘
Dalla (8.2) si deduce, moltiplicando membro a membro per 76

. R . d rmr 2 2 . OP .
250 2.2 _ s a [rmre s 2T _ g or
mr<060 —mQ“r< sinf cosf o F-égr) <— dt[ 5 0° —m*— 5 sin” @ F 890
Se F & posizionale, F' = ﬁ(P), si puo scrivere
7.0P, = oP . d [? . OP
“ZH=F = =2 EFlp Rl
90 6 = (P) 00 o dt/o [ (9)} 00 d0
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per cui

2 2 0
T2 —mo2l sin29—/ Flee)] - 9L a0 - &,
2 2 0 06

costante lungo la soluzione. La funzione

. mr? . r? o, oP
H(0,0) = —6* — QQ—'QG—/FPG c—df
(6.6) = "50? - m0 s — | F[PO)] -
rappresenta un integrale primo del moto e puo identificarsi con I’hamiltoniana del sistema.
In particolare:

2
r . N . . .
o —mQQE sin § & Penergia potenziale centrifuga e

0
. P .
o —/0 F[P6)] - %—0 df quella della F' lungo la guida.

Esercizio 9. Esempi vari di sollecitazioni attive, calcolo delle relative compo-
nenti lagrangiane e degli eventuali potenziali
Caso 1. Forza agente fra due punti del sistema — forza interna — e dipendente

dalla sola distanza.

Le forze F4 ed Fp sono dirette lungo la congiungente A — B e sono del tipo:

- A-B
= A-B VIA—B| >0
Fp = —Fy4 — principio di azione e reazione —,

dove si ¢ indicata con f : RT — R una funzione continua assegnata, ed A, B si inten-

dono espressi in termini dei parametri lagrangiani ¢y, ..., q,. Si calcolano le componenti
lagrangiane Qp, h = 1,2,...,n, della sollecitazione. Per definizione
- 0A 5 OB - 0A 0B
N T .<___):
O 4 ogn e 9qn 4 \oq,  Oan
A-B 0 0
= -—(A—B A-B|]) = —|A-B A—B|).
B 9 A= BI(A-Bl) = SolA-BIf(A- B)
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Sia ora U una primitiva di f in R, tale che U'(z) = f(x) Va > 0. In tal caso si avra

ou
= —(A-B
@ = 5o-(14 - B
e per ogni |[A— B| >0
ou A-B A-B

%OA_BD :ul(|A_B|)|A_B| - f(|A_B|)|A_B| = Fa

cosicché U = U(|A — B|) costituisce il potenziale dellinterazione.

Esempio. Forza elastica
Sia Fy = —k(A— B) ed Fp = —F4 con k > 0, costante — la forza & dunque attrattiva.
Si ha allora, come prima

- O0A - OB 0 0 1|A—DBJ?
=Fy. —+Fg-— = —k(A-B)- —(A—B) = —
Qh A 8qh + B 8qh k< ) 8qh ( ) kaqh [ 2 }

e quindi
k
Ulgr, @2, --5qn) = U(JA= Bl) = —7[A—BJ”
¢ il potenziale elastico corrispondente.
Caso 2. Forza agente su un punto del sistema e dovuta ad un campo esterno

conservativo
La forza in un generico punto x € R? si scrive

Fa) = 2w

con U : R? — R di classe C'. In particolare, se 4 ¢ il vettore posizione del punto A su
cui agisce il campo esterno, la forza applicata in A risultera

. ou
FA = %(:CA)

Le componenti lagrangiane della sollecitazione valgono

-~ 0A ou 0x A 0

Qn = Fa- oo %(SCA)@(Q) = a—qhu[fCA(Q)},

dove z4(q) ¢ il vettore posizione di A espresso in termini dei parametri lagrangiani
q1,92,---,qn. Il potenziale della sollecitazione risulta pertanto

Ulqr,q2, -, qn) = I/{[:cA(q)} .
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Caso 3. Forza peso — sistemi “pesanti” —

Per un sistema discreto di punti P;(¢1,. .., ¢,) di massam;, i = 1,2,..., N, le componenti
lagrangiane delle forze peso sono date da

a P, L D oY
Qn = ;mig. Sy = g.;mia_%(a_()) — g.a_%;mi(pi_o) _
911 0 ]
= mﬁ‘a—qh[gi_zlmi(ﬂ—@)} = m§~a—qh(G—O) = a—qh[mj(G—O)},
dove G = G(q1,q2,-.-,qn) € il baricentro del sistema espresso in funzione dei parametri

lagrangiani. Il potenziale gravitazionale risulta cosi
U<q17q27“'7QTL) - mg (G_O)

Lo stesso risultato si estende anche al caso di un mezzo continuo — ad un sistema rigido
continuo, in particolare. Conviene esaminare la forma assunta dall’espressione generale
del potenziale gravitazionale per le scelte usuali della terna riferimento. Si considerano
due casi notevoli, i soli che di regola ricorrono.

(a) Se ’asse coordinato Oz ¢ antiparallelo al vettore ¢ di accelerazione gravitazionale —
ossia parallelo ma opposto in verso —

Zz §)= -g éS
g G (g>0)
0 .y
e
si ha la relazione U = m(—gés3) - (G — O) = —mgzq, indicandosi con z¢ la quota

di G nel riferimento prescelto.

(b) Qualora viceversa ’asse Oz sia parallelo a §

@l

z {g=>0)

si ottiene U = m(gés3) - (G — O) = mgz¢.

Da notare il cambiamento di segno dell’una espressione rispetto all’altral!l
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Caso 4. Forza centrifuga

Ci si limita a considerare la sollecitazione centrifuga agente in una terna di riferimento
posta in rotazione uniforme con velocita angolare () és attorno all’asse Oz, rispetto ad
una seconda terna che si suppone inerziale. Si distinguono il caso in cui la sollecitazione
agisca su un singolo punto materiale e quello in cui ad essere sollecitato sia un sistema di
punti — discreto o continuo.

(a) Per un punto vincolato P, di massa m, la cui posizione sia espressa in termini dei

parametri lagrangiani q,, h = 1,...,n, e soggetto alla forza centrifuga ﬁp,
F Qg
e | 7 B p
z “/
X O -y
si ha Fp = mQ%[P — O — é3é3 - (P — 0)] e quindi
=Fp-— =mQ?[P-0—é3é3-(P-0)]- =—(P-0) =
Qn " o mQ?| ezés - ( )] 8qh< )
= m$2|(P - 0) D p0)—t5- L (P-0)es-(P-0)] =
Bl oqn M ’ N
m? o 2
- Z|[P= 0P~ [é5-(P—-0)]"].
5 g |7~ OF = [és- (P~ 0)
. . meY’ 2 2 2
11 potenziale centrifugo vale dunque U(q, ..., q,) = r*, essendo r* = |P—0O|*—

[és- (P —O)] 2l quadrato della distanza di P dall’asse Oz.

(b) Per un sistema discreto di punti materiali P; di masse m;, poiché la sollecitazione
agente su ciascun punto risulta indipendente da quelle applicate ad ogni altro, si avra
un potenziale centrifugo totale dato dalla somma dei potenziali di tutti i punti

Ular, ) = 5 S omi[|Bi= OF = [es - (P~ 0]

In particolare, se il sistema e rigido si perviene alla relazione:

QQ
U(q17~"7qn) = 7é3'LOé37

dove é3 - Lpés e il momento d’inerzia del sistema rispetto all’asse di rotazione —
tale momento d’inerzia dipende da ¢i,...,q,. La medesima espressione si estende

agevolmente ad un sistema rigido continuo.
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Caso 5. Corpo rigido con un asse fisso — non scorrevole —

Si scelgano la terna fissa Oxyz e quella solidale Ox’y’z’ in modo che gli assi coordinati
Oz ed Oz’ vengano a coincidere con ’asse di rotazione, come mostrato in figura

A
z
z -
T )
i,
s Lo
Xx=x o bt

11 generico punto P; del corpo (nell’approssimazione discreta) ¢ individuato in Ozyz dal
vettore

P,—0 = (P, —0)-é1é1 +d(P,;,0x) cos(a; + ¢) éa + d(P;, Ox) sin(a; + ¢) €3,

dove (P, — O) - é; & costante, d(P;,Ox) ¢ la distanza costante di P; dall’asse Oz ed «;
¢ 'angolo, costante nella terna Oz’y’z’, che la proiezione ortogonale di P; — O su Oy'z’
forma con il semiasse positivo Oy’. Pertanto

OP;
9o —d(P;, Ox) sin(a; + ¢) é2 + d(P;, Ox) cos(a; + ) és = é1 A (P, — O).

L’unica componente lagrangiana delle sollecitazioni agenti sul corpo e allora

N

- 0P, al ; .
Qcp:Zleag; ZF 61/\<P O = Z ANF; = é1-Mp

Si e indicato con MO il momento risultante delle forze attive agenti sul corpo, calcolato
rispetto al polo O, mentre é; - Mo rappresenta la componente lungo 'asse Ox di M.

Si osservi che ’angolo ¢ e I'asse Ox sono orientati reciprocamente secondo la regola della
mano destra; in caso contrario il risultato differirebbe da quello indicato per un semplice
cambiamento di segno.
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Qualora si assuma l'ipotesi addizionale che é; - M sia funzione del solo angolo di rotazione

©, si ha

Qcp = €1 MO(@)

con U(p) =

al caso continuo.

Si osservi che se le forze agenti sul corpo
rigido derivano da un campo posiziona-
le, lipotesi é; - Mo = é ~Mo(g0) ¢ cer-
tamente verificata. Tuttavia il campo
posizionale puo non essere conservativo.
Un esempio e descritto qualitativamente

dalla figura a lato.

Esempio notevole. Pendolo di torsione

€ - Mo(go) dy potenziale del sistema. Lo stesso risultato si estende anche

Si supponga che la componente lungo ’asse di rotazione del momento sia della forma

é1-Mo(p) = —ke
con k costante positiva fissata. Vale @), = —k¢ e quindi I'espressione del potenziale
risulta
k
Ulp) = —5902-
L’interpretazione fisica dell’esempio con- %

siderato e immediata. Al corpo rigido
si puo pensare applicato un sistema di
forze capace di produrre un momento di
richiamo direttamente proporzionale al-
I’angolo di rotazione, misurato rispetto
ad una posizione fissa di riposo. Possia-
mo parlare, senza perdere in generalita,
di una coppia di richiamo elastica agente
lungo ’asse. La situazione tipica e quella
del pendolo di torsione, costituito da un
disco omogeneo pesante sospeso per il
proprio centro mediante un filo sottile,
perfettamente elastico, e rappresentato

schematicamente in figura.
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Altro esempio. Pendolo fisico

Si supponga che il sistema rigido abbia massa m e sia soggetto ad un campo gravitazionale
uniforme diretto antiparallelamente all’asse Oz (verticale), in modo che il baricentro G
non giaccia lungo 'asse di rotazione Ox

mg (g>0)

Vale in queste ipotesi, facendo uso delle notazioni precedenti:
G—-—0 =¢é1-(G-0)é +d(G,0x) cos(y+ ¢) é2 + d(G, Ox) sin(y + ¢) é3

con é1 - (G — 0), d(G,Ox) e 7 costanti. Il sistema delle forze peso (forze parallele per
ipotesi) € equivalente ad un’unica forza applicata in G, pari a —mg és. Percio:

Mo = (G—0O)AN(—mgé3) = —mgd(G,Ox) cos(y+ ¢)é1 + mgéy - (G—0)é

ovvero
Mo -é1 = —mgd(G,0zx) cos(y + ¢),

che dipende soltanto dall’angolo ¢. In conclusione:
U(e) = —mgd(G,Ozx) sin(y + ¢),

funzione periodica dell’angolo ¢ — le forze attive agenti derivano da un campo posizionale
conservativo, per cui non puo che aversi periodicita in ¢.

Caso 6. Forza viscosa — o di resistenza viscosa —
Si tratta di una sollecitazione del tipo

F = —pz7,

con (3 costante positiva assegnata e ¥ = Z(q1,q2,...,qn) vettore posizione del punto di
applicazione. Le componenti lagrangiane della sollecitazione sono

" 07 0T .

ox ., 0% B i ox oxr  or
— Jqr Oqn ‘

On = F- 22 — _gip. 22— _-k.a_”T:_@
Oqn Oqn — gk oqn p
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e non ammettono potenziale — non sono neppure posizionali.

Osservazione .
. 0x 0%
Si consideri la funzione — di Rayleigh: R = —é}i’}Q = —é T Giqr- Si ha
2 2 ] 0q; Oqk
OR B 0% OF
- - _F Rl A 5 —
oan 2 ¢;1 o0, Oar (din dr + Gi On)
ﬁl”a@’ 0 = - OF a:z.] "\ 0% OF
=525 At o= = —BY) F— 50k =@n
2~ 0qn Oqn " = 0q Oan ,; Oan  Oq
che fornisce cosi un semplice metodo per ottenere le componenti Qn, h = 1,2,...,n —

particolarmente utile quando il numero n dei gradi di liberta ¢ grande.

Esercizio 10. Equazioni del moto di un sistema scleronomo a 1 g.d.l.
Si considera una semisfera omogenea, di

massa m e raggio r, appoggiata su un Ay
piano orizzontale 7. La sfera ¢ pesante,

di centro C, ed e vincolata a muoversi

di moto piano rotolando sul piano ,

senza strisciare.

Si determinino le equazioni del moto del

sistema, assumendo come parametro la-
grangiano 1’ascissa s del punto di con-

tatto O fra semisfera e piano 7, secondo

il riferimento cartesiano Qxy mostrato 3
in figura (—7r/2 < s < 7r/2). I vincoli

siano considerati ideali.

Soluzione
Si risolve il problema utilizzando due diversi metodi, il primo basato sull’equazione car-
dinale del momento angolare, il secondo sulle equazioni di Lagrange.

Primo metodo — equazione cardinale del momento angolare —
Indicato con G il baricentro della semisfera e ricordato che |G — C| = 3r/8, si ha

C—Q =sé;+reé e G-C = gr[—sin(s/r)él —cos(s/r)ég}

per cui
3 3
G-Q = [s — 3" sin(s/r)} é1+ [r — 3" cos(s/r)] €2
mentre per il punto di contatto O semisfera-piano vale O — Q) = sé;.
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Assumendo come polo il punto mobile O, I’equazione cardinale del momento si scrive

d—» — . .
—Ko = Mo —mOANG.
dt o o—m

Poiché
3 . . 3 . = .
G-0 = y sin(s/r) é1 + [r — 3" cos(s/r)| éa e Fpeso = —mgeéa,
si deduce immediatamente che — le reazioni vincolari sono applicate in O:
- ~ 3 . . . 3 . .
Mo = (G—=0) A Fpeso = —3" sin(s/r)é1 A (—mgés) = gmyr sin(s/r) és .

D’altra parte la velocita angolare del corpo assume la forma, ricordando la convenzione
sinistrorsa

W= —S/Tég

(nella fattispecie s/r & crescente per rotazioni orarie, come la figura evidenzia, il che
giustifica il segno negativo dell’espressione) per cui il momento angolare vale

- 5 : S 733
Ko = LO<—;é3) = —;(IGZ+m|G—O|2) és = —;[IGz+mr2<6—4—Zcos(s/r))} és,

dove Ig, € il momento d’inerzia della semisfera rispetto ad un asse parallelo a Qz e
passante per G. Infine

. . 3 3
O = sé G = [s - §S cos(s/r)} e+ 3 sin(s/r) § éo
cosicché
.. 3
—-mONG = —gm sin(s/r) §% é3.

L’equazione del momento diventa dunque

d S 73 3 3 3
%{_; [[GZ + mr2<6—4 ~ 1 cos(s/r))} ég} = gmar sin(s/r) és — gm sin(s/r) §% é3,

ovvero
2

%{% [[GZ £ <Z_i _ ZCOS(S/T))}} = —gmg sin(s/r) + gm sin(s/r) 87 (10.1)
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Secondo metodo — equazioni di Lagrange —
L’energia cinetica del sistema si scrive facendo uso del teorema di Konig

1 52 3 2 9 1 =2
TIGP+ Sl = 5 |(5— 5 cosls/r)s) +6—4 sin?(s/r) 2] + 31y =
m .73 2
58 [6—4——008(8/7“)} IGz or

mentre il potenziale — della sola forza peso — risulta
3
U(s) = —mg [r — 5 cos(s/r)]

Pertanto, omettendo una costante additiva inessenziale, la lagrangiana del sistema diventa

52

3 3 3
£ = 53 [IGz + mr <6_4 —2 cos(s/r))} + gmyr cos(s/r)

e di conseguenza

iar = e e (5 = Geostom)

oL & 3 1 3 3 & 3
= = ;?mTQZ sm(s/r); —3mg sin(s/r) = gm% sin(s/r) — 3™m9 sin(s/r) .

In conclusione 1’equazione del moto risulta

82

d { S [[GZ +mr2<E _ §cos(s/7“))}} — _gmg sin(s/r) + :m sin(s/r)

dt 64 4 o

e coincide con la (10.1).

Osservazione. Calcolo di I,
Come per una sfera completa di massa m vale

2
I, = =mr?.
C 5mr

Poiché |G — C| = 3/8r si ha allora per Huygens-Steiner

3 \2 2 9 83
Ig. = ICZ—m<§r) = —-mr°—mr‘— = <5 — 6_4) r2 ﬁmrQ
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Esercizio 11. Equazioni del moto di un sistema scleronomo a 1 g.d.l.

Nel piano verticale Oxy e dato un disco rigido omogeneo D, di massa m, raggio r e centro
G. 1l disco e vincolato a muoversi in Oxy ed a rotolare senza strisciare all’esterno di una
guida circolare fissa e rigida di raggio R e centro O, giacente in Oxy.

Usando come parametro lagrangiano I’angolo 6 mostrato in figura, si scrivano le equazioni
del moto del sistema.

Soluzione

Si determina preliminarmente la velocita angolare istantanea del disco. Indicato con @
un punto fisso sul disco (ad esempio il punto di contatto disco-guida per § = 0) si ha che
la condizione di rotolamento senza strisciamento impone

ar = 0R < az&%.

L’angolo che la direzione G@Q, fissa sul disco, forma con la verticale condotta per G vale
R
at0= (= +1)0,
r

crescente per una rotazione oraria di . La velocita angolare del disco risulta pertanto

p = —<§+1)9é3.

Si scrivono ora le equazioni del moto facendo uso di due diversi metodi.

Primo metodo — lagrangiano —
Si calcola ’energia cinetica T' = T applicando Konig

(e

1mr
2 2

1 .
Tp = §m|G|2+
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Poiché il baricentro G del disco e individuato da
G—0 = (R+r)sinfé; +(R+7r) cosésy,
per cui G = (R+7) cos@fé; — (R+7) sinfféy e |G]? = (R+1)%6?, si deduce
Tp = %m(R +1)20% + im(R +1r)%0? = gm(R +1)262.
Il potenziale delle sollecitazioni attive e solo quello gravitazionale ed assume la forma
U) = —mg(R+ 1) cosf.

Si ha cosi la lagrangiana
3 .
£ = Zm(R +7)%60% —mg(R +r) cos6

e quindi

2 00
Di qui si perviene all’equazione del moto

gm(R +7)260 —mg(R+7) sinf = 0

ovvero

g(R—H“)é —gsinf = 0. (11.1)

Secondo metodo — equazione cardinale del momento angolare —
Assunto come polo il punto di contatto P fra disco e guida, ’equazione del momento si
scrive

d - . ..
%KP = Mp—-—mPANG. (11.2)

Si ha tuttavia
P—0O = Rsinflé; + R cosfés

R
G—0 = (R+r)sinfé; + (R+r) cosféy = ;T(P—O)

. R4re . d-
per cui G = TP e quindi —mP A G = 0. La (11.2) diventa percio ﬁKp = Mp. Il
momento angolare K p vale

. 2 R . 3 .
Kp = Ip,dp = <mr2+%) [—<—+1)0é3i| = —§mT(R+T)(9é3,
r

Stefano Siboni 35




Universita degli studi di Trento Esercizi di Meccanica razionale

mentre il momento delle forze Mp si ottiene considerando le sola forza peso — la reazione
vincolare e applicata in P ed ha momento nullo —

Mp = (G = P)A(—mgéy) = (rsinfé; +r cosfés) A(—mgés) = —mgr sinf és.

Pertanto

%[—gmr(R—H“)éés} = —mgr sinf é3,

che equivale a
3

2
e coincide con la precedente equazione (11.1).

(R+7)§ —gsind = 0

Esercizio 12. Equazioni di Lagrange in sistemi di riferimento rotanti e non

Analizzare la relazione fra le equazioni di Lagrange per un sistema meccanico, soggetto a
vincoli ideali olonomi, scritte rispetto ad una terna di riferimento cartesiana ortogonale
inerziale Oxyz e quelle ottenute in una terna Ozxz'y’z’ posta in rotazione con velocita
angolare costante rispetto ad Ozyz — facendo uso dello stesso set di parametri lagrangiani

q:(qlv"'v(JH)-

Soluzione

Si supponga per semplicita, ma senza perdita di generalita che il sistema meccanico sia
composto da un numero finito di punti materiali P;, ¢« = 1,..., N, di masse respettive
m;, in modo che si abbia P; = P;(q,t). Indicate con T l’energia cinetica e con Qp,
h =1,...,n le componenti lagrangiane delle sollecitazioni attive (necessariamente reali)
agenti nel sistema inerziale Oxyz, le equazioni di Lagrange si scrivono

d (0T oT
J— - _—— = Vh: 1 “ e . 12.1
dt<th) th Qh ) y T ( )

Se si indica con P/ la velocita di P; relativa alla terna non inerziale Oz'y’z’, 'equazione

dei moti relativi porge . .
P, =P + 3N (P —-0), (12.2)

per cui 'energia cinetica relativa ad Oxyz puo riesprimersi nel modo sottoindicato
1
1=

N N N
= %Zm’}P{}Q —+ %Zm, |c3/\ (P,- — O)|2 +Zmz‘<«3‘(Pz‘ _ O) /\Pi/ = Ty + T + T
=1 i=1 i—1

P + 3N (P —0)

:

dove

1 . 1Y - :
T2 = 5277%}]3“2 To = §Zmz‘ G (P —O) = &~Zmi(P,- ~O)AF;.
i=1 =1

=1
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Le equazioni di Lagrange (12.1) diventano cosi

i(({)TQ 87'1)_(97'2 _87'1 _87'0 _Q

dt\dgn ' 0gn)  Oan  Oan  Ogn

ovvero
d 87'2 87'2 87'0 d 87'1 87'1
—(Z=2)- 22 = =0 () 2L 12.
dt <8qh) aqn Bt dqp,  dt <8qh) aqp, (12.3)

Nella terna di riferimento non inerziale Ox’y’z’ I’energia cinetica si riduce a

2

1 N
T = §Zmz Pz'/ = T2
i=1

mentre le componenti lagrangiane delle sollecitazioni reali rimangono invariante, in quanto

N

- OP;
Qn =) Fi-5—
" Z_Zl Aqn

¢ uno scalare, invariante per rotazioni arbitrarie della terna di riferimento. Tuttavia,
trattandosi di terna non inerziale per via del moto rotatorio rispetto alla terna galileiana
Oxyz, accanto alle sollecitazioni reali agiscono anche delle sollecitazioni fittizie, e precisa-
mente la forza centrifuga —m; &G A [& A (P; — O)] e quella di Coriolis —2m; & A Pl

Le componenti lagrangiane della forza centrifuga sono:

of = —im-m[aup-—m].ap" = im- [—&J(P-—O)+(P-—O)|&|2}~8Pi =
h — 7 2 aqh P 2 ) 7 aqh
al 0
=Y mi [[8(P—0) =& (P —0)&] - (P, —0) =
=1 th
N N
8 1 12 2 1 _,2:| a 1 — 2 87-0
= m;— |=|&|°| P — O — < |[(Ph—0)-& = —=Y m|WA (P —-0)|" = —
> SIaPIP - OF = L (i~ 0) 3] g 32 0 (P O)F = G

e quelle della forza di Coriolis:

N N

. 0P, . oPb;
Cor E : - / ? — § : / ?
= —2 ms; w N\ P . = —2 . P A\ .
h < % P aqh w i:1mz
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Di qui si deducono le equazioni di Lagrange

d (0T’ o1’ or
ii(o5) = o = QT+
ossia, equivalentemente,
d ;0T ot oT
%(aqi) N aqi = Qg +QCOT. (24

Si osservi tuttavia che le equazioni di Lagrange dipendono esclusivamente dai parametri
lagrangiani ¢ e non dalla scelta della terna di riferimento, pertanto le equazioni (12.3) e
(12.4) devono di necessita coincidere. Cio implica

d /0T or
Cor 1 1
= 4+ — 12.5
h Cdt <8qh) aqp, ( )

relazione che ¢ dato di verificare direttamente. Sostituendo la (12.2) nell’espressione di
71 si ottiene

:(DZmz(PZ—O)/\[PZ—(D/\(PZ—O)}

3 N
e oF; 0P, om 0P,
e quindi, poiché — = - P, —0) A .
a P dgn  dgqn’ 94 ; i )" Aqn
In modo analogo si ha
d /o7 N7, aP d (0P
1 : i i
—— =) = -&- i Pz N Pz —O)N — =
dt(@gh) w ;m aan ) dt(@qh)]
N r .
. 0P oP;
= —&-> mi |PPA=—+ (P —0)A—
1—21 I oqn ( ) Iqn

L’applicazione della (12.2) permette di ricondurre I’espressione alla forma equivalente

domy L & , . OF; P,
~i(Ga) = 3 om [P g+ 3 -0) n g

+(PZ-—0)A<&A8PZ')] _

Oqn

S/

N
0P; 0P;
= 5 m, 90 (B o) n
“ Zm[ Oqn Oqn M )N+

op! oF;
- ¢ P, — B L) =
+ (P, —0O) A + ( O) A <w/\ aqh)]
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0P; 0P,
= —@- m; + (P, —0)w - ! J (P, —0) - Z—l—
Z [ 3% * ) dqn ( ) dqn
opr! or, 0P, .
+(P,—O)N = +J (P, —0) - P, -0
( ) a0 ( ) o0 0a, @ ( )| =
N oP! aP, OP, _
3. +(P,—O)A P —0)3- P, —0)| =
Z [ 3% * JA dqn * ) dqn th @ )
N .
0P; OP!
=d- m; P, —0O) A L.
S g 1 P (011 il
Infine
N .
87'1 [ . 8P’}
;T P, —0) A L
oqn ; Aqn ( ) Aqn
e quindi
N N
d 87'1 87'1 o 8P P, . Cor
at <aq'h) o YL g, Z 8qh z

come richiesto. L’espressione 7 € nota come potenziale generalizzato della sollecitazione
di Coriolis. 71 di potenziale ha soltanto il nome, dipendendo esplicitamente dalle velocita
generalizzate ¢. In effetti la sua unica proprieta e quella di riprodurre le componenti
lagrangiane della sollecitazione per mezzo della (12.5).

Dal confronto delle equazioni (12.3) e (12.4) si deduce che per la determinazione delle
equazioni del moto & possibile analizzare il sistema equivalentemente rispetto alla terna
inerziale oppure rispetto a quella rotante non inerziale. Qualora si decida di affrontare il
problema nella terna non inerziale € necessario tenere conto non soltanto delle componenti
lagrangiane delle sollecitazioni attive reali, che peraltro assumono lo stesso valore assunto
rispetto alla terna inerziale, ma anche quelle delle sollecitazioni fittizie, centrifuga e di
Coriolis. E senza dubbio vantaggioso considerare le sollecitazioni centrifughe calcolandone
il potenziale centrifugo 75 ed inserendolo nella lagrangiana del sistema.

Quanto alle forze di Coriolis si puo procedere in due modi alternativi: calcolare, via la
definizione, le componenti lagrangiane della sollecitazione ed inserirle a secondo membro
nelle equazioni di Lagrange; oppure determinare ’espressione 7; del potenziale generaliz-
zato di tali sollecitazioni e aggiungerlo alla Lagrangiana.

Si osservi che i tre termini 79, 71, 79 dell’energia cinetica relativa alla terna inerziale pos-
sono dunque permanere inalterati nella lagrangiana scritta rispetto al riferimento rotante;
cambia tuttavia la loro interpretazione fisica. In particolare 7o rappresenta l’energia ci-
netica nella terna non inerziale, 79 € il potenziale delle forze centrifughe e 7 si identifica
con il potenziale generalizzato della sollecitazione di Coriolis.
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In molti casi le sollecitazioni di Coriolis hanno componenti lagrangiane identicamente
nulle. Un esempio notevole e costituito dai sistemi vincolati a rimanere in un piano fisso
passante per I’asse di rotazione della terna non inerziale rispetto al riferimento inerziale.
Le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono date dall’espressione

oP;

! 12.6
a0 (12.6)

N
ngr = Z—2mi£}/\]bi .
=1

in cui i vettori P; e AP, /0qn sono banalmente tangenti al piano vincolare. Ne segue che la
forza di Coriolis —2m;dJ A P; risulta normale a tale piano e che pertanto tutti i prodotti
scalari in (12.6) sono nulli. Dunque Q$°" =0, Vh=1,...,n.

Esercizio 13. Sulla unicita della lagrangiana di un sistema olonomo

Verificare che condizione sufficiente affinché le equazioni di Eulero-Lagrange
d s 0A 0A
—(=—)—=—=0,h=1,...,n, =(q1,---,qn),
dt <aq'h) Oan 4= (@ 4n)

con A = A(q,q,t), siano soddisfatte identicamente (si riducano cio¢ ad una identita,
ovvero ammettano qualsiasi soluzione ¢ = ¢(t)) e che si abbia

) dwW
Alg,4,t) = ——(q

() +F() (13.1)

comunque si assegnino le funzioni a valori scalari W (q, t), di classe C2, ed F(t), arbitraria.
Discutere le conseguenze di questo risultato sulla unicita della lagrangiana per un sistema
meccanico.

Soluzione
Si ha immediatamente che

) 3W 151%%
Alg,d,t) = —-( +Za gi + F(t)

per cui, dovendosi riguardare g e ¢ come variabili indipendenti,

o4 _ oW
g Oaqn
e quindi
d s 0A d oW .
%(8—%) - %(8—%) - ataqh Zzaqzaqh
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Poiché W & una funzione di classe C? si puo scambiare 1'ordine delle derivate parziali
seconde miste e riscrivere 1’espressione precedente come

d<8A) PW = OPW

@t\ogn) = dqudt & danog;

A n 2 n a9
D’altra parte vale 0 0 [GW (q,t) + Z oW Gi + F(t)} ald + Ll i
i=1

dan — Dan L ot Oq; T 0qnot | = Dgndy;
e pertanto
d s0A 0A
i\oa) = om =

identicamente, come richiesto. Le conseguenze sulla unicita della lagrangiana di un sis-
tema meccanico si deducono facilmente notando che, per quanto appena dimostrato, le
equazioni di Lagrange

d /o8y 0%
L= _ %% _ — 1,
dt(@qh) o, @ Va=Ll...m

rimangono invariate se £ viene sostituita da

dWw

con W(q,t) di classe C? ed F(t) qualsiasi. Ne segue un’ampia indeterminazione nella
lagrangiana del sistema — si ricordi, del resto, che £ non ha un significato fisico diretto:
essa compare soltanto nella espressione delle equazioni del moto.

Esercizio 14. Sistema scleronomo a 2 g.d.l. conservativo in 3D

Si consideri un piano verticale w su cui € definito un sistema di assi cartesiani Oy’z’, con
07" asse verticale ed Oy’ asse orizzontale. Nel piano m ¢ data una guida rigida AOB
a forma di ”elle” (vedi figura), di massa trascurabile, che puo ruotare liberamente in 7
mantenendo il punto O fisso. L’angolo AOB ¢ retto, mentre [A — 0| = R > 0. Il moto di
rotazione della guida e descritto per mezzo dell’angolo 6 che A — O forma con il semiasse
positivo Oz’. Sulla guida & collocato un disco omogeneo pesante D, di massa m, raggio
R e centro C, vincolato a:

— restare nel semipiano di 7 individuato dalla retta OB e contenente A;

— rotolare senza strisciare lungo OB.
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Infine, fra i punti A e C si produce una interazione lungo A — C' dipendente dalla sola
distanza di intensita f(JA — C]), con f : Ry —— R funzione continua arbitraria ed
f(JA — C|) > 0 se I'interazione & attrattiva.

ZI
\\ D
\\ 0
] ) B
A 5/,-’
Y —
g bl T
| A
yI
o)

La distanza |A — C| si indica con s e si assume definita in (0, sp), con sp > 0. Il piano 7
ruota con velocita angolare costante €2 attorno all’asse Oz’ rispetto ad una terna inerziale
Oxyz avente Oz = Oz'.

Qt

X ~J

Usando i parametri 6 ed s illustrati in figura:

—~

a) scrivere la lagrangiana del sistema nella terna di riferimento inerziale Ozyz;

—~

b) determinare la lagrangiana del sistema nella terna rotante Ox’y'2’;

—~

c) ricavare le equazioni del moto;

—~

d) calcolare infine le configurazioni di equilibrio relative al piano m — ovvero alla terna

'x/ylzl.

Q

Soluzione

(a) Calcolo della lagrangiana nel sistema di riferimento inerziale Oxyz

Si tratta di calcolare ’energia cinetica del disco ed il potenziale di tutte le sollecitazioni
attive agenti sul sistema, il peso e l'interazione fra i punti A e C'.
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Energia cinetica del disco D — e totale —
Si procede applicando il teorema di Konig, essendo il disco privo di punti fissi

o Coordinate del baricentro C
Nel piano w = 0y’z’ le coordinate del baricentro si scrivono

(Yo, 20) = (scosf — Rsin6, ssinf + R cos0) (14.1)

e conseguentemente rispetto alla terna Oxyz assumono la forma

(xo,yc, zc) = (Yo cos(Q), ye sin(Q), 2¢) .

Nella terna Oxyz vale percio

C? = [~Qul sin(QF) + i cos(Qt)] +
. . 2 . . .
+ [ cos(2) + g sin(Q)] " + 202 = QPlyel® + el + i)

dove
912 + |26 = (5cos — ssinff — Rcos 0 ) +
+ ($sinf + scos0 0 — Rsinf0)? = % + 520> + R*6%> — 2R0s
e quindi |C]? = Q2(scosf — Rsinf)? + 52 + (s + R2)0> — 2R0s.

o FEnergia cinetica “del baricentro”
Dalla precedente espressione si ha immediatamente

%|C|2 = %QQ(S cos§ — Rsinf)? + % (8% + (s* + R%)6? — ZRQS}

o Velocita angolare del disco D
Nel piano m — vedi figura — € immediato convincersi che:

vale |a| = s/R + costante;

P’angolo di rotazione di D rispetto ad una direzione fissa — ad esempio Oz — &

la] — 0 = % — 0 + costante

e se positivo rappresenta una rotazione oraria attorno all’asse Cx’.
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. z P (fisso su D)
Y (o]
o
T IS D B
A S/,-’
4 —
oL
Av
e 1
¥
O

Per rispettare la usuale convenzione sinistrorsa si scrive l’angolo di rotazione di D

come
® 46— costant
= — — Ccostante
" R

e 'espressione per la velocita angolare del disco conterra percio il termine

<—%+9)é’1

cui si dovra sommare 'ulteriore contributo 2és dovuto alla rotazione uniforme di
7 attorno a Oz (si osservi che Qt corrisponde all’angolo euleriano ¢, mentre -~y si
identifica con ’angolo euleriano #). In conclusione

5 = Qés + (é— %)é’l.

o Energia cinetica relativa al sistema baricentrale Cxyyy 21

Il sistema baricentrale ¢ mostrato nella figura seguente, dove sono anche evidenziate
le componenti del vettore velocita angolare .
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L’energia cinetica relativa Tcy,y, 2, vale allora

mR? . $
0 0 60— —
. ) 2 ) R
S . R
TCCClylZl = 5 <9_ E QSIH7 QCOSV) 0 m4 0 QSian -
mR2
0 0 1 Qcosy

_ = 2 2
_226R 249’

espressione in cui I’angolo v non compare, come era lecito attendersi.

1mR2<- 3)2 lmR2

o FEnergia cinetica totale
L’energia cinetica totale ¢ dunque data dall’espressione

T = % 8% — 2R05 + (s* + R?)6?] +
mQ? .o mRZ/.  5\2 mR*Q?
+ (scos® — Rsinf)* + <0— E) + 3 =

4
. 02 R2Q)?
= % [35% — 6R30 + (25* + 3R?)6%] + mT(s cos§ — Rsinf)? + = 3

e constiste nella somma di un termine 75 quadratico nelle velocita generalizzate e di
un termine 7y indipendente da tali velocita.

o Osservazione
La T, ¢ una forma quadratica definita positiva in ($, ). Infatti

T, = (4 9)(—21% 252_E§R2)(§)E%<5 é)M(g)

e per la matrice reale e simmetrica M si ha

detM = 6s* +9R?> —9R* = 65> > 0 (s > Operipotesi)

trM = 3+2s°+3R% > 0

per cui M risulta definita positiva, come affermato.

Potenziale

Tutte le sollecitazioni attive applicate al sistema hanno natura posizionale e conservativa e
possono quindi descriversi mediante un appropriato potenziale, che risultera dalla somma
di un potenziale gravitazionale e di un potenziale d’interazione fra i punti A e C.
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o Potenziale gravitazionale
Il potenziale gravitazionale si calcola direttamente per mezzo della formula generale

Uy, = —mgze = —mg(ssinf + Rcos0).

o Potenziale d’interazione fra A e C
Poiche la sollecitazione dipende unicamente dalla distanza fra i punti interagenti e si
produce lungo il segmento che li congiunge, 'interazione e posizionale conservativa,

di potenziale
- A-C = -
Fpo=—f(|A-C d: Fo = —Fy.
'A |A—C|f(| ) e C A

Si osservi I'introduzione del segno negativo necessario a rendere conto di una inter-
azione attrattiva quando f(|A — C|) > 0, come richiesto.

A C  |A-C|=s>0

Le componenti lagrangiane della sollecitazione sono, genericamente:

0

A-C 0
- (4-0) = ~f(14-C1) 5 -14-C| = 5-Vac(|4-C)

- — 4= p(a-c)

L9
Aqn
dove h = 5,0 e Uac(s) = —/f(s)ds.

o Potenziale totale
I1 potenziale totale del sistema e dato dalla somma dei due potenziali parziali

U=U;+Usc = —gm(ssinf + Rcosb) —/f(s)ds.

Lagrangiana
Siha £ =T + U e quindi

QQ QQQ
m (scos@—RsinG)Q—kaS -

= T[35% — 6Rs0 + (257 + 3R%)67] +
—mg(ssinf + Rcosf) — /f(s) ds

dove la costante additiva mR2Q2?/8 pud essere omessa in quanto inessenziale.
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(b) Calcolo della lagrangiana nel sistema di riferimento solidale Ox'y'z’
Energia cinetica del disco D — e totale —

Il moto di D ha luogo nel piano fisso 7. Poiché il disco non presenta punti fissi conviene
fare ricorso al teorema di Konig per il calcolo dell’energia cinetica.

o FEnergia cinetica “del baricentro”
Le componenti cartesiane del baricentro C' si scrivono, con le stesse notazioni della
(14.1)

(wle y/Cv Z/C) = (07 y/Cv Z/C)
cosicché il modulo quadrato della velocita di C' relativa alla terna rotante vale
IC1? = |gb? + 262 = §* — 2R30 + (s> + R?)6>.

L’energia cinetica “del baricentro” diventa percio

my~o2 _ Mr.o -1 2 2\ 42
2|C| =3 [ — 2Rs0 + (s* + R*)0°] .

o Energia cinetica di D relativa alla terna baricentrale Cxy)z] (Cxy = Cx')
Vale banalmente, non avendo luogo la rotazione attorno all’asse verticale:

1mR2 /. $\2 mR2? /. $\2
T 'y 2! = — < — _) — < _ _) .
Caiyis, = 375 O R 7 \7 R

o FEnergia cinetica totale
Come gia calcolato in precedenza, il teorema di Konig porge

TOac’y’z’ = E|C|2 —+ Tcxllyllzll = Z [382 — 6RS€ + (282 + 3R2)92} .

Potenziale
o Potenziale delle sollecitazioni reals
Rimane inalterato e si scrive percio

Ug+Uac = —mg(ssinf + Rcosb) —/f(s)ds.

o Potenziale centrifugo
Nella terna rotante, non inerziale, agisce un campo di forze centrifughe il cui poten-
ziale risulta

0?2 0?2 mR?
cf — —1I 2z = _< o2 )
Uey 5 1o 2 mlye|” + 1
per Huygens-Steiner, e quindi
QQ RQQQ
Uy = m2 (scosG—Rsin6)2+mT
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o Potenziale totale
Si ottiene come somma dei potenziali delle sollecitazioni reali e centrifuga

U=U;+Usc+U:.

Lagrangiana nel riferimento Ox'y' 2’
X X QQ RQQQ
g = % [35* — 6R30 + (25* + 3R*)0°] + o (scos® — Rsin®)® + = 3

—mg(ssinf + Rcosf) — /f(s) ds.

Osservazione. Identita delle lagrangiane

Le lagrangiane £ ed £, determinate nelle terne di riferimento Oxyz ed Ox'y’z" rispetti-
vamente, coincidono.

2 mR202
La sola differenza consiste nel fatto che (scosf — Rsin 0)? + costituisce:

o un termine di energia cinetica nella £;

o il termine di potenziale centrifugo nella £'.

Osservazione. Forza di Coriolis

La forza di Coriolis agente nella terna rotante e proporzionale alla velocita, per cui non
sara mai posizionale — né conservativa, a maggior ragione. Si calcolano le componenti
lagrangiane Qcor,s € Qcor,e della sollecitazione. Preso un punto P € D C 7 si ha che

oP oP

P 5 Qég 5 g € %

sono vettori paralleli a 7. Ma la forza di Coriolis agente sull’areola elementare di posizione
P, area dA e massa o dA del disco (¢ = m/mR?)

dﬁCor = (—2Qé3) APodA

e sempre normale al piano vincolare 7. Dunque

~ oP . 0P
Foor - — = (—20Q¢ P.-—o0dA =
dFo 05 ( 63) N 05 od 0
ed analogamente
~ oP . . 0P
dFCO?"' % = (—2963)/\P %O'dA =0.

Pertanto — notare che la somma sui punti viene sostituita da un integrale di superficie

oP oP

or,s — —'dﬁor: 0dA =0 or,0 — —'dﬁor: 0dA = 0.
QC , s C / QC 9 00 © /

A A A A
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Le componenti lagrangiane delle forze di Coriolis sono nulle, fatto ragionevole in quanto
tali sollecitazioni risultano normali al piano vincolare # = Oy’z’ e vengono equilibrate
dalle reazioni vincolari.

(c) Equazioni di Lagrange

Sono, per quanto detto

g0y 0
dt \ 0s os
i(@_g) Lo (14.2)
dt \ 9o 00

e si ottengono per banale sostituzione, ricordando che nelle derivate parziali s, 6, s, 6 vanno
riguardate come variabili indipendenti. Si noti che le (14.2) sono relative alle funzioni
incognite s(t) e 6(t): della scelta della terna di riferimento non c’¢ traccia.

(d) Configurazioni di equilibrio (s, 6y)
Sono le soluzioni statiche del sistema (14.2)

(s(t),0(t)) = (s0,00), costante, Vi¢eR.
Per I'individuazione delle configurazioni richieste si possono utilizzare due metodi.

Primo metodo

E basato sulla definizione, e come tale sempre corretto. Facendo uso di notazioni generali,
si pone ¢(t) = qo, costante Vt € R, nelle equazioni di Lagrange e si risolve il sistema di
equazioni cosi ottenuto. Beninteso varra ¢ = ¢ = 0 identicamente in ¢. Si procede ora al
calcolo esplicito nel caso generale. Nell’ipotesi che I’energia cinetica del sistema sia data
dalla somma di tre termini, 75, 711, Ty, il primo quadratico nelle velocita generalizzate, il
secondo lineare ed il terzo costante, si hanno le identita

0L 0T 0Ty

— = o + =0 h=1,2,...,n
Oqn Ogn ~ Ogn

dove si ¢ indicato con n il numero di gradi di liberta del sistema, i ¢ lineare in ¢ e
dn

8—'1 indipendente da ¢. Di conseguenza, essendo ¢ = ¢ = 0 ed assumendo che non siano
dn

presenti nella lagrangiana termini di potenziale generalizzato — che comunque verrebbero
trattati alla stessa stregua dei termini in 77 —

d /0L 001
dt <th) q(t)=qo ot <th) a(t)=qo
mentre
o] _om| v
Iaqn q(t)=qo Iqn q(t)=qo Iqn q(t)=qo
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Le eventuali soluzioni statiche delle equazioni di Lagrange

d /oL 0L
~) - = =0Q ; h=12,...
dt<th) aqh h<Q7Q7t) ) 4y ,

sono quindi ottenute dal sistema

0 0T Ty oU
— | = = 0,t h=1,2,....n.
[at<aqh) :| Qh<QO7 ) ) ) , 1

q(t)=qo

Affinché la ricerca abbia senso occorrera in generale che ¢ non figuri esplicitamente
nell’equazione. Condizione sufficiente a che cié avvenga e che Ty, T1 e Qpn(qo,0,t),
Vh =1,2,...,n, non dipendano esplicitamente dal tempo — un caso notevole in cui la
condizione di indipendenza dal tempo sulle Q(qo,0,t) ricorre certamente ¢ quello delle
sollecitazioni dissipative Q(q, 4, t) continue in ¢, per le quali si ha sempre Qp,(qo,0,t) = 0.
In tale ipotesi vale

Do) + Ulan)] = Qulaos0)  h=12....n

che suggerisce il successivo

Secondo metodo
Se Ty e T1 non dipendono esplicitamente da t e Qr(qo,0,t) = 0V qo,t, le configurazioni
di equilibrio sono le soluzioni di

aqh[ 0<QO) + U(QO)} 0 h ) ) T

ovvero i punti critici della funzione

To(qo) + Ulqo)-

Si sottolinea come nel presente caso i due metodi siano entrambi applicabili.

Osservazione
Nel problema in esame le configurazioni di equilibrio sono relative alla terna Ox'y'z’.
Infatti, l'assumere (s,6)(t) = costante V¢ € R equivale ad richiedere 'equilibrio del

sistema rispetto ad Ox'y’2’.

Osservazione

11 secondo metodo non richiede la conoscenza delle equazion: del moto, ma del solo “poten-
ziale” Ty 4+ U. Si tratta dunque di un metodo certamente piu diretto, sebbene non sempre
applicabile.
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Nel presente caso, se si eseguono i calcoli direttamente nel sistema di riferimento rotante
Oz'y'Z’ non & neppure necessario il calcolo di T'— puramente quadratica in ¢, essendo i
vincoli indipendenti dal tempo. Nella fattispecie

m$)2 mR2Q0?

U=Ty+U = (scosf — Rsin6)? + 3

—mg(ssinf + Rcosf) — /f(s) ds

e dunque le configurazioni di equilibrio risolvono il sistema

oU

55 = +mO?(scos§ — Rsinf) cos @ — mgsinh — f(s) = 0
oU 0 . .

= = —m[g + Q*(ssinf + Rcos )] (scosd — Rsinf) = 0

La seconda equazione e soddisfatta per
(1) scosf® — Rsinf = 0 e per (i1) scosf 4+ Rsind = —g/Q>.

Nel caso (i) si ottiene

1
—mgsinf — f(s) = 0 sinf = —m—f(S)
— 4 (14.3)
scos) — Rsinf = 0 cosf) = R fls)
mg S

mentre per (ii) vale

{f(s) —m2%s = 0 (14.4)

ssinf + Rcosf = —g/Q>.
Puo essere utile interpretare fisicamente le soluzioni ottenibili da (14.3), indicate al solito
con (sg, 6p).
Se f(sp) > 0 — interazione attrattiva — la configurazione di equilibrio & mostrata nella
figura seguente
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dove n =m/2 — (0o — m) = 31/2 — by, tgn = R/so e \/R? + 53 f(s0)/so = mg. In effetti
dalla (14.3) si deducono le relazioni:

(T
R 1 2 3 —sm(— — 90) .
mg = Y——"Lf(s0)  tgn = tg (;T- 90) 7% = [tgbo]
S0 — cos(— - 90)
2
R
tghy = %0 = tgn = —
R S0
sinfy, cosy < 0 — 6o € (m,3m/2).
Se viceversa f(sg) < 0 — interazione repulsiva — si ottiene sinfy, cosfy > 0, per cui

0o € (0,7/2) e la configurazione di equilibrio risulta del tipo illustrato nella figura seguente

R+ s’
- f(s,) fsu . f(sp)
0 b
mn= E - E)u
[\ C; R tgn = cotg g, = %
/ 0
\\::—_ SI] R2+ 52
;,..-"n mg - f(s,) fﬂ = mg
0
l‘;fJ ZI
A~ y
o)

con n =m/2— by, tgn = cotg by = R/so ed mg = —+/R? + 3 f(s0)/s0 -
Sia ad esempio f(s) = ks?, con k > 0. L’equazione (14.3) diventa

sinf = ——s2 <0 3
mg = 0 € (7?, —7T)
kR
cos = ——s <0
mg
cosicché
k2 4 2.2 4 mg\ 2
1 = 22(3 + R’s?) — S+R282—<—) =0
m=g
ed infine
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La sola radice accettabile e quella positiva e dovendosi avere s > 0 si conclude

s = 59 = \/—R?Q + (R2/2)2+ (mg/k')Q,

mentre § = 6y € (m,37/2) ¢ determinato da

sty =~ [ () + ()]

Analogamente, I’equazione (14.4) porge

2
ks> —mQ2%s = 0 3<3_mQ ) =

_ g = k g
ssinb + Rcos = 0z ssinf + Rcos = 0

Si possono distinguere due casi.

o Caso (a):
s =20
{Rcos@ -_9,
02

che non ammette soluzione, dovendo essere s > 0 per ipotesi.

o Caso (b):
QQ
§ = m
02 k ; (14.5)
i sinf + Rcosf = 02

che implica per la seconda equazione la forma equivalente

2

sin® + R cos 0 B —%
Vm2/E2E+ R/ (mQ2Jk)? + R?
Ma esiste un unico « € (0,7/2) tale che
mO? [k R :
= cosa, = sina,
V (mQ2/k)? + R? V (mQ2/k)? + R?

per cui il sistema (14.5) diviene

s = mQ*/k

QQ
sin(f + o) = — 9/ (14.6)

V(mQ2/k)?2 + R?
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Il sistema (14.6) ammette soluzione se e soltanto se

g/
V(mQ2/k)2 + R2 T

(sempre 0 <)

ed in tal caso (so,0p) = (s*,01), (s*,02), con

s* =m0 /k
2
0 = —o— arcsin[ 9/% }
\/(mQQ/k')2 + R?
QQ
ng—a—l—ﬁ—l—arcsin[ 9/ }
vV (mQ2/k)? + R2

Esercizio 15. Sistema scleronomo a 2 g.d.l. posizionale conservativo

In un sistema di riferimento Oxyz e fissata una guida circolare rigida di centro O e raggio
R, giacente nel piano Oyz. Su tale piano e vincolato a muoversi un disco circolare rigido
e omogeneo, di raggio r < R, massa m e centro C. Il disco rotola senza strisciare lungo
la guida circolare, all’interno del cerchio da questa delimitato (vedi figura). Il centro C
& connesso, mediante una molla ideale elastica di costante £ > 0 e di lunghezza a riposo
nulla, ad un punto C’ libero di scorrere senza attrito lungo l’asse Oy in modo che il
segmento C'C’ si mantenga costantemente parallelo ad Oz.

|C-0|=R-r
|@-C|=r

Sapendo che:

— il sistema & pesante, con l'asse Oz verticale e § = —gés (g > 0);

— la terna Oxyz ruota con velocita angolare costante {2és attorno all’asse verticale Oz
rispetto ad un riferimento inerziale;
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determinare in termini dell’angolo € specificato in figura:

(a) la lagrangiana del sistema e le equazioni lagrangiane del moto;
(b) le configurazioni di equilibrio, discutendone la stabilita;

(c) il relativo diagramma di biforcazione, disegnando qualitativamente i diagrammi di
fase nei casi piu significativi;

(d) il periodo delle piccole oscillazioni nei punti di equilibrio stabile in cui ’hessiana del
potenziale risulta definita negativa.

Soluzione

(a) Lagrangiana ed equazioni lagrangiane del moto

Si tratta di determinare ’energia cinetica del disco ed il potenziale del sistema, che risul-
tera dalla somma dei potenziali gravitazionale, elastico e centrifugo, relativi alle sole
sollecitazioni applicate al sistema.

Velocita angolare del disco
Assumendo la consueta convenzione sinistrorsa sull’orientamento degli angoli, ’angolo 6
mostrato in figura deve intendersi positivo. La rotazione del disco ¢ descritta dall’angolo
1 (negativo in figura) che il raggio C'Q fissato sul disco forma con la verticale condotta
per C (fissa nel riferimento Ozyz). La condizione di rotolamento senza strisciamento si
scrive percio

R—r

0 R = (0 —)r + costante = Y = — " 0 + costante

e la velocita angolare del disco risulta

. R—r..
W= — feér.
r

Un calcolo piu rigoroso e il seguente. Se P ¢ il punto del disco in contatto con la guida
la condizione di puro rotolamento impone

) ) d
0=P=C+dN(P-C) = £(0—0)+&/\(P—0):0.
Poiché P - C = (C — O)RT , si ha allora
Yooy ranc-0)="— =0 (15.1)
dt R—r '
e facendo uso delle ovvie relazioni:
C—0 =(R—r)[sinfé; — cosfés)
d )
%(C—O) = (R —r)f[cosf é; + sin 6 és]
W =wé; — il moto del disco e piano —
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si ottiene 1’espressione
GA(C—0) = w(R—r)[coshés +sinbés].
La (15.1) diventa pertanto
(R — 7“)9 [cos@ éa + sin@ég} + wr [cos@ég + sin@ég} =0

ed implica
(R—7)0 + wr =0,

R—r

dalla quale si conclude che w = —Q(R—7)/r e & = — 0 é1, a conferma del risultato

gia ottenuto.

Energia cinetica del disco
Noto che sia il vettore velocita angolare del disco, per I’energia cinetica del disco il teorema
di Konig porge 'espressione

m, - 1 mr? m . m . 3 .
T 2101222820 02 — R — 202 - (R~ )262 = 2 _ 242
2|C| +2 5 W 2(R r)*0° + 4(R r)0 4m(R r)*0

Potenziale gravitazionale
Per il potenziale associato alla forza peso si ha 1’espressione immediata

Uy = —mgzec = mg(R —1)cosf.

Potenziale elastico
Per ricavare il potenziale relativo all’interazione elastica fra i punti C' e C’ basta sostituire
le coordinate dei punti interagenti nella formula generale

g(R —7r)%cos? 6.

k
Ug = —=|C-C')? = -
2
Potenziale centrifugo
Applicando il teorema di Huygens-Steiner si ha 1’espressione

02 02 o . o, mr?
Uey = 7ICZ =5 m(R — r)” sin 0+T .

Forze di Coriolis
Le forze di Coriolis hanno conponente lagrangiana nulla, come ¢ immediato verificare:

QCOT,G = 0.
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Potenziale totale
Il potenziale del sistema si deduce sommando i potenziali parziali, gravitazionale, elastico
e contrifugo, precedentemente determinati

m$?
2

k
U=U;j+Ue;g+ Uy = mg(R—r)cost — §(R—7“)2(30829+

(R—r)?sin®0
in cui si & omessa la costante mr2Q? /8.

FEquazioni del moto
Si riducono alla sola equazione di Lagrange

e quindi alla

(b) Configurazioni di equilibrio e stabilita
Configurazioni di equilibrio
Sono i punti critici del potenziale totale U e soddisfano percio I’equazione

—mg(R —7)sin@ + k(R —r)*sinf cos +mO*(R — r)*sinf cos§ = 0

che potendosi porre nella forma sin6 [(mQ* + k)(R — r) cos§ — mg] = 0, porta a con-
siderare separatamente le due equazioni:
sinf =0 (15.2a)

mg
R—r)mQP+ k) (15.20)

cosf =

La (15.2a) ammette sempre e soltanto le soluzioni
91 =0 92 =T

— oltre a quelle che coincidono con le precedenti modulo 27 e che possono ignorarsi causa
la periodicita del potenziale. L’equazione (15.2b) presenta soluzioni, distinte da 6; e 6

se e soltanto se
mg

(R —r)(m&Q2 + k)

(sempre 0 <) <1 (15.3)

nel qual caso esse risultano

mg
(R—1)(mQ2 + k)

05 = arccos[ € (0,7/2) e 0y = —03 € (—7/2,0).
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mg
(R—1r)(mQ2? + k)
considerata come soluzione della (15.2a).

Si osservi che qualora = 1 le radici 03 e 64 coincidono con 6, gia

Stabilita delle configurazioni di equilibrio
Si ha preliminarmente 1’espressione per la derivata seconda

U"(0) = —mg(R —r)cosd + k(R — r)?(cos® 6 — sin® §) + mQ?(R — r)?(cos? § — sin” 6)
e di conseguenza
U"(0) = —mg(R —r)cosd + (mQ* + k)(R — r)?(cos® § — sin0) .

Per brevita si pone inoltre
mg

(R—r)(mQ2 + k)

A

(15.4)

Si procedere quindi all’analisi di stabilita delle singole configurazioni di equilibrio calco-
late.

Configurazione 64
Vale U"(61) = —mg(R —r) + (mQ? + k)(R — r)? e si distinguono percio i casi seguenti:
o se U"(01) < 0 la configurazione #; ¢ un massimo relativo proprio di U, e risulta

quindi stabile per il teorema di Lagrange-Dirichlet. Cio accade per 1 < A;

o se U"(61) > 0 si ha instabilith — 1’ “hessiana” del potenziale presenta un “autovalore”
positivo. La condizione ricorre se e solo se 1 > A;

o se infine U” (1) = 0 ricorre un caso critico e si rende necessario esaminare le derivate
di ordine superiore al secondo. In particolare

U" () = mg(R—r)sinf — 4(mQ? + k)(R — r)*sinf cos b
per cui U"” (61) = 0, ed inoltre
UD0) = mg(R—r)cos —4(mQ? + k) (R — r)?(cos? § — sin? )

con UM (0)) = mg(R—r) —4(mQ®> + k)(R—7r)? = =3mg(R—r) < 0. Si & fatto
uso dell’identitd U” (01) = 0, ovvero (R — r)(mQ? + k) = mg. In conclusione

(60 —61)*

U(0) = U(01) = 3mg(R—r)

+O(((9—(91)4) (9—>01)

e quindi #; € un massimo relativo proprio di U, stabile per Lagrange-Dirichlet.
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Configurazione 6o
Risulta sempre instabile, in quanto la derivata seconda del potenziale si scrive

U"(02) = mg(R—7)+ (mQ* +k)(R—7)* > 0.

Configurazioni 03 e 04
Si osservi anzitutto che U & una funzione pari: U(—60) = U(0) V6 € R, dimodoché 03 e 6,
avranno le stesse proprieta di stabilita. E sufficiente discutere la configurazione #3. Un
semplice calcolo porge

U"(03) = —mg(R—r)A+(R—7)>(2A2 = 1)(mQ* +k) = —(mQ?+E)(R—7)*(1-)%) < 0

in forza della condizione di esistenza (15.3). Dunque 65 e 604 se definite sono sempre
massimi relativi propri del potenziale U e stabili per Lagrange-Dirichlet.

(c) Diagramma di biforcazione e ritratti di fase

Diagramma di biforcazione

Il diagramma di biforcazione del sistema si puo ora determinare facilmente dall’analisi
suesposta e viene illustrato nella figura seguente.

0 Diagramma di biforcazione
1 B g,
I |
2 03
0
i S— 1 A
61 +1
_z | o
2

Ritratti di fase significativi

Si hanno i diagrammi di fase piu significativi per A > 1, allorquando esistono due sole
configurazioni di equilibrio 6, e 03, e per A < 1 — quando le configurazioni di equilibrio
risultano quattro.
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Diagrammi di fase significativi
+6

—
K/\

A=l +0

o A T N0
L ey

WW

@

i
m<

|

=
Q

(d) Piccole oscillazioni

Possono essere determinate soltanto per le configurazioni di equilibrio stabili, purché si
abbia U” < 0. Tali condizioni ricorrono per le configurazioni #3 e 64, nonché per la
configurazione 61, ma limitatamente al caso \ > 1.

o Soluzione 01 per X > 1
Nell’intorno di 61 = 0 il potenziale U assume la forma
U’
U(G) = U(91) + %(9 — 91)2 + O((9 — 91)2) =
(mQ? + k)(R —r)?
2

(9 — 91)

= U(6h) + (L= X)(0 = 601)" +o((0 — 61)%)

e la lagrangiana delle piccole oscillazioni risulta

W 1—
8y = Sm(R— P8+ 1A 4 R)(R - )6

con l’equazione del moto linearizzata
3 .
§m(R — )20+ (A= 1)(mQ% + k)R —7)%0 = 0.

La pulsazione vale

2 k
D=/ =1 /2 4+ = — —
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ed il periodo

27 3 1
- = 27 .
w 20 —1) k
02 + —
m

T =

Si osservi che le espressioni sono dimensionalmente corrette.

o Soluzioni 63 e 04 — definite solo per A <1 —
Nell’intorno di 63 si ha

U(6) = U(6s) + Uﬂfg) (0 = 03)* + o((0 — 05)%) =
=U(63) — LN (mQ? + k) (R—1)%(0 —03)° +0((0 — 65)%) = (0 — 03)
=U(03) — 1—A mg(R —1)(0 — 05)* + o((0 — 03)%)

2\

e quindi la lagrangiana delle piccole oscillazioni si scrive

3 : 1— A2

80 = JmlB =120 = o Zmg(R = r)(0 = 02)°

alla quale corrisponde I’equazione del moto linearizzata

1— )2
A

gm(R - r)Qé +

mg(R—r)(0 —603) = 0.

Di qui si deduce ’espressione per la pulsazione

. i [y

e quella per il periodo

T =

2T 3 A R—r
:27T 5

@
entrambe corrette dal punto di vista dimensionale.

Osservazione

Poiché il sistema ¢ ad un grado di liberta, con sole sollecitazioni posizionali conservative, le
piccole oscillazioni nell’intorno delle configurazioni di equilibrio — massimi relativi propri
del potenziale U — possono essere studiate esattamente con il metodo di Weierstrass. Vale

infatti 5
§m(R—r)292 — U(#) = E, costante.
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