51 DueforzeF, eF, agiscono su di un punto materiale di massam = 2 kg la cui posizione in movimento e
datadar =bxc,conb=8u,-32u,ec=(0.5+tyu, + (2 —t?)u, dove t & espresso in secondi er in metri.
Sapendo che F; = — 11.2u, + 7 u, N, calcolare 1) la forza F,; 2) il lavoro della risultante di F; e F,
nell’intervallo di tempo dat, =1sat,=7.25s. [F, =—20.8 u, — 7 u, N, W= 1.32 x 10%*J]

1 0 0
i'=10 j =1 k:=1]0
0 0 1
M = 2-kg F1:= (-11.2-i + 7-k)-newton
bi=8j— 3.2k c(t) := (05+ )i+ (2-1)k
t1:=1.0 t2:=7.25 N.B. per oratengo t adimensionale
r()=b x c(t) r(t) = (16 — 82)-i — (1.6 +3.21)] — (4.0 + 81)-k

Lavelocitav e l'accelerazione asi possono calcolare direttamente (ora aggiungo le unita di misura)

v(t)=g—tr(t) V(D) = (-16-ti — 3.2:] — 8k)-m sec L

-d L . _9
a(t)—d—tv () a.=-16-i-m-sec
Ricavo F2 dalla seconda legge della dinamica:

—20.800

F1+ F2=M-a F2 :=M-a-—Fl1 F2 =] 0.000 [-newton

_ ) _ —7.000
Larisultante e unaforza costante direttalungo |'asse x

—32.000
Ri=FL+F2 R =| 0000 |-newton
Il lavoro W s calcola direttamente (aggiungo le unitadi misuraanche ar) 0.000
r2 :=r(t2)-m rl:=r(tl)-m
Ar = (r2=rl)-m —412.500
Ar = |=20.000 |-m?
W = R Ar W = 1.320-10* *m ‘joule —50.000
Oppure anche dal teoremadell'energia cinetica:
vl = |v(t)] v2 1= |V (12)] vl = 18.173-m-sec
v2 = 116.320°m- sec -

Wiz = Mov22 — 2M-v12

= Mver = S Vv W = 1.320-10% “joule
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5.2 Un proiettile di massa m, inizialmente fermo, viene spinto da
una molla ideale di costante elastica k = 336 N/m prima su un
piano orizzontale senza attrito e poi lungo una rampa senza éttrito,
inclinata di un angolo 6 =25’ rispetto all’ orizzontale. Dopo aver
percorso tutta la rampa superando un dislivello h = 60 cm, primadi
ricadere a terra il proiettile continua il suo moto nel vuoto. Se la
molla viene compressa di un tratto d = 12 cm, il proiettile tocca il
suolo in un punto P alla distanza x = 1.25 m dalla fine della rampa.
Calcolare @) la massa m del proiettile; b) il tempo di volo.
[m=0.174kg; t=0.345¢]

k := 336 newton- m ! 0 := 25-deg
h := 60-cm d:=12-on
X = 1.25m

Osservo cheil punto di caduta e ala stessaquotadel punto di lancio. Allorax e lagittata
ed efunzione dellavelocita del proiettile allafine dellarampa e dell'inclinazione iniziale.
Ricavando v dall'espressione della gittata ottengo:

x=V—2-sin(2-9) V.= X -1
g Sn(ze) v = 4.00 *m- sec

Questo valore della vel ocita deve soddisfare la conmswervazione dell'energia fral'istante
inizialein cui lamollaé compressa e lamassafermae quello finalein cui lamassainiziail suo
volo:

1. -
Zk-d
1 51 > 2
E.k.d =E.M.V + M-g-h M ;:1— M = 0.174 -kg
E'V2+g'h

Per calcolareil tempo di volo, considero il moto in direzione orizzontale che E uniforme.
Il tempo t necessario per percorrereil tratto x E:

X=v- cos(e)-t t=—— t = 0.345 *seC
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|- A | 5.3 Un blocco di massa m = 2.35 kg € sostenuto da una molla e
. da una fune, collegate ai due punti P,, e P; come in figura. La
E, “rfm f# Pf molla ha una lunghezza a riposo d= 25 cm. Sapendo che la
distanzafrai due punti Py, e P € h = 90 cm e che al’equilibrio la

molla e la fune formano due angoli 6 ,,= 35" e 6 = 55° rispetto

i al’orizzontale, calcolare 1) la costante elastica k della molla;
Successivamente la molla viene tagliata e il blocco inizia a
oscillare sostenuto solamente dala fune. Cacolare 2) la sua
velocita quando raggiunge il punto piu basso. [k = 29.13 N/m;

v =136 m/s
M := 2.35-kg d = 25 om h := 90-am
0 1, = 35 deg 6 ¢ 1= 55-deg

Dallacondizionedi equilibrio, dette F laforzadellamollae T latensione dellafune, risulta:

T-sin(0 () + Fsin(6 ) - M-g=0

T cos(e f) - F-cos(e )=O

Risolvendo il sistema s trova:

F o= Mg
c0s(0 ) tan (6 ) + sinf6 ) F = 13.218 newton
cos(e m)
T=F——
cos(e f) T = 18.878 *newton

Per determinare la costante k occorre prima calcolare lalunghezza del lati del triangolo. Osservando
che s trattadi un triangolo rettangolo, dette Im e If le lunghezze dellamolla (tesa) e dellafune, risulta:

PEE h-sin(e m) |y 0= h-sin(e f) | ¢ = 51.622 -cm
| py = 73.724-cm
F=k- (I - d) k= _F k = 27.129 *newton-m~*
" (fm=d)

Quando lamollavienetoltail blocco s mette ad oscillare come un pendolo semplice. Nel punto piu
basso ha perso una quota hl rispetto alla posizione di partenza. Applicando la conservazione
dell'energia:

h1:=|f—|f-sin(ef) hq=9.336-cm
1 _
M-gh = MV vi= ,f2ghy v = 1.353'm-sec
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5.4 Unblocco di massaM = 160 g, tenuto inizialmente fermo su

un piano inclinato di un angolo 6 = 15 rispetto al’ orizzontale,
viene lasciato libero di scendere. Dopo aver percorso un primo
tratto privo di attrito di lunghezzad = 35 cm, il blocco prosegue su

—
-,I..r-d " p un secondo tratto nel quale il coefficiente d'attrito dinamico vale
* W= 0.225. Calcolare 1) la velocita v del blocco dopo che esso é
I"|‘5" - sceso in verticale di un diglivello h = 80 cm rispetto a punto di
e partenza; 2) la variazione di energia meccanica nei primi 3 s del
moto. [v =2.00 m/s; AE = -1.55 ]
M = 160-gm 6 = 15-deg uk = 0.225
d = 35an h := 80-cm t0 '= 3-seC

Calcolo primail didivello hO corrispondente a tratto senza attrito:
ho := d-sin(6) ho = 0.091'm

Quindi per scendere di 80 cm lamassa M deve percorrere tutto il tratto senza attrito piu’ un tratto d1
con attrito dinamico. Durante la discesanel tratto senza attrito vale la conservazione dell'energia
meccanica con laqualetrovo laveocitav0 acquistata dlafine ddl tratto senza attrito:

1 _
M- g hO=E-M-v02 V0 := a2-g-hO vO = 1.333-m-sec *

In alternativa posso usare lalegge del moto: il blocco scendeil tratto senza attrito con moto
uniformemente accelerato in cui I'accelerazione e la vel ocita sono:

20 := g-sin(6) 20 = 2.538°m-sec ?
v02=2.20-d V0 1= Af2-20-d vO = 1.333-m-sec -
Posso anche calcolare il tempo t necessario per percorrereil tratto d:
d=—2a0-t ti= |— t = 0.525 sec
2 a0
Nel tratto con attrito invece, detta F larisultante delle forze parallele al piano inclinato, abbiamo:
N := M-g-cos(6) Fk := pk-N N = 1.516 *newton
Fk = 0.341 -newton
_ F
F = M-g-sm(e) — uk-N a.= o E = 0.065'kg'm'sec_2

a= 0.407-m-sec 2
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Quindi il blocco dapprima scende con accelerazione "a0" il tratto senza attrito per un tempo't, poi il
tratto con attrito con accelerazione "a'. Per scendere di 80 cm rispetto a punto di partenzail blocco

deve percorrere unadistanzatotale | sul piano inclinato. Chiamando s la parte percorsa sul tratto con
attrito s trova:

s:=|1-d | = 3.091°'m
s=2741"m

Ancheladiscesand tratto con attrito avviene con moto uniformemente accelerato, con velocitainiziale
v0 e accelerazione. pertanto lavelocitav alafine dd tratto ss trovadalla:

v2=v02 + 2-a s V= q/voz +2as v = 2.002-m-sec

Nel tempo t0 = 3 sil blocco s muove dapprima con accel erazione a0 (senza éttrito) per un tempo t
e poi nel tempo rimanente con accelerazione "a" (con attrito dinamico). 1 tempo t1 duranteil quale
il blocco s muove con l'accelerazione "a'

t1:=1t0 -t tl = 2.475°seC

e lo spazio percorso sul tratto con attrito sl e lavelocitavl al'istante t1 sono:
1
sl = vO-tl + E-a-tlz vli=v0+ atl sl = 4.545'm

vl = 2.340°m-sec

Per quanto riguarda |'energia meccanica, essa e costante nel tratto senza attrito, e subisce unavariazione
pari a lavoro (negativo) dellaforza Fk durante il tratto s1. Allora

AE = -Fk-sl1 AE = —=1.550 -joule
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5.5 Unblocco di massaM = 1.1 kg & posto su un piano, inclinato
di un angolo6 rispetto al'orizzontale ed é collegato mediante una
fune ed una carrucola ideali ad una massa m =150 g sospesa.
Aumentando lentamente I"inclinazione del piano, si verifica che il
blocco rimane immobile fino a = 28° e poi S mette in moto.
Determinare 1) il coefficiente d'attrito statico ugfra il blocco e il
piano. Successivamente I’inclinazione viene fissataa 6, = 30° el
blocco viene lasciato scendere a partire da fermo. Sapendo che,
& |( dopo aver percorso un tratto d = 1.24 m lungo il piano, |’ energia
interna del sistema costituito dal blocco piu il piano inclinato e
) aumentata di una quantita AE; = 5.35 J, calcolare 2) la velocita del
blocco adlafine del tratto d. [us= 0.69; v = 2.25 m/g]

M = 1.1-kg mO = 150-gm 6 = 28-deg

d:=124m AEi = 5.35-joule 61 := 30-deg

Detta Fslamassmaforzadi attrito statico e T latensione dellafune, abbiamo nella posizione
estremadi equilibrio

M-g-sin(6) — Fs+ T=0 Fs=us-M-g-cos(0)
T=m0:g M-g-sin(6) — us-M-g-cos(6) + mO-g=0

__ M-g-sin(6) + m0-g

s = 0.686
M- g-cos(0) :

us

Per calcolare lavelocitadel blocco dopo la discesa osserviamo che, in base dla
conservazione dell'energia, la variazione dell'energiainterna AEi sara oppostaala
variazione di energiameccanica. Allora

AU + AEC + AEI=0

AU éelavariazione di energia potenziae gravitazionale. Per calcolarla scelgo per
ciascunamassail livello di riferimento corrispondente alla sua quota piu' bassa

AU :=-m0-g-d — M-g-d-sin(61) AU = -8.512 joule

AEC = -AU — AEI AEC = 3.162 *joule

1 1
AEC==-m0-v2 + =-M-V? — 2-AEC _ -1
2 2 vVi=s [— vV = 2.249 *m- seC
(M + m0)
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5.6 Un punto materiadle di massa m = 25 g e lanciato da una
molla di costante elastica k = 8 N/m lungo un ripiano orizzontale
senza attrito di spessore d = 20 cm appoggiato a suolo e che
all'estremita destra si raccorda dolcemente ad un bordo smussato a
formadi calottasemicilindrica. Seinizialmente lamassa é fermae
la molla € compressa di una quantita x, la massa s solleva dal
profilo semicilindrico in un punto P la cui congiungente rispetto ad
O formaun angolo 6 = 20° con la verticale. Calcolare a) lavelocita
v della massa al momento del distacco; b) la compressione iniziale
x della molla; c) il punto S dell’impatto al suolo. [v = 0.96 m/s;
x=5.01 cm; S é posto a 15.17 cm a destra rispetto alla verticale
per il punto di distacco P]

M := 25-gm k := 8 newton-m 1
d = 20-am 6 := 20-deg

Duranteil moto lungo la calotta semicilindrica, |'accel erazione centripeta della massa
€ dovuta ala sommadelle componenti radiali dellaforzadi gravitae dellaforzanormale N

M-g-cos(6) — N=M-a
Quando lamassa cominciaa sollevarsi N=0. Allora, ricordando che:

v2

d
=— R:=—
R 2

s trovalavelocita necessaria perche’ avvengail distacco
2

v
M-g- cos(e)—M-E v = a/R g cos(6) v = 0.96°m-seC -

Lamassa acquista questa velocita per effetto dell'energia fornita dalla molla compressa
e per I'energia cinetica acquistata discendendo la calotta semicilindrica. Scegliendo lo
zero dell'energia potenziale a suolo e detta h la quota rispetto a suolo in cui avviene

il distacco, applicando la conservazione dell'energiafral’istanteiniziale in cui lamassa
efermaelamollacompressa e l'istante del distacco trovo:

1.2 12
M-g-d +E-k-x =M-g-h+E-M-v

h:= R+ R-cos(0) h =0.194'm
ericavando x S trova:
1. - 1. 2
M-gd+ —kx=M-gh+ —=—M-v
2 2
v2 = 2-g-(d = h)
X = [M- ” X = 5.01-cm
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Dopo che s e sollevatalamassa s muove in volo come un proiettile che parte dal punto di
distacco.Lavelocitainiziale e v ed e inclinata rispetto all'orizzontale di un angolo 6 verso il
basso. Le componenti della vel ocita sono:

vx = v-cos(0) vx = 0.902-m-sec +

vy = -v-sin(0) vy = -0.328°m-sec
Scegliendo un sistema di riferimento con I'asse x a suolo el'assey che passa
per il punto di distacco le equazioni del moto sono:
1 2
X=vX-t y=h+vy-t—§-g-t

Ponendo y = 0 nella secondatrovo il tempo di cadutat (solo la soluzione positiva e accettabil€)

= == + + 2-0-h
h+vyt-—-gt=0 {o= WY AW g t = 0.168" sec

g

e, sostituendo nella primatrovo lo spazio percorso in direzione orizzontale a
momento dell'impatto al suolo rispetto a punto di distacco:

X 1= vx-t X = 15.174 -cm
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5.7 Unaparticelladi massam =540 g é attaccata ad unafunicella
di massa trascurabile di lunghezza | = 85 cm, sospesa ad un punto
P situato ad una quota h = 120 cm rispetto a suolo. La massa viene
lasciata cadere da ferma, a partire dalla posizione in cui la fune
tesa ed orizzontale e scende inizialmente lungo una traiettoria
circolare. Quando la fune forma un angolo 6 = 18’ rispetto ala
verticale, la fune s spezza e la particella prosegue il suo moto in
presenza della sola forza di gravita. Calcolare 1) la tensione
massima T sopportata dalla funicella e 2) la posizione in cui la
particellatoccail suolo. [T = 15.11 N; lamassa cade a suolo in un
punto posto a 0.696 m a destra della verticale per il punto di
distacco]

o —
T L
A
M = 540-gm
h = 120-cm

| :== 85-am

6 = 18-deg

Dalla conservazione dell'energia calcolo la velocita dellamassanel punto in cui lafune s spezza:

%-M-VZ=M-g-I-cos(e)

v i= 4/2- g-1-cos(6) v = 3.982'm-seC

L 'accel erazione centripeta dellamassa nel punto in cui lafune s spezza € dovuta dlatensione
dellafune e ala componente radiale dellaforza peso. Dallalegge di Newton

2
T - M-g-cos(9)=M-vT

2
\'
T = M-g-cos(6) + M-== T = 15.109 newton

Il moto successivo e quello di un proiettile. Scegliendo un sistemaddi riferimento con I'origine
nel punto di distacco e con gli assl x verso destraey verso |'alto la quota del suolo d e le componenti

dellavelocitainiziae sono:
di=h- I-cos(e)
VX 1= V- cos(e)

vy = —v-sin(e)

d =0.392'm

VX = 3.787°m-sec *

vy = —1.23'm*sec *

Dallalegge del moto in senso verticale trovo il tempo di caduta

vy- t ! t?=-d
Yy 29

+ Ay + 2:g-d
ti= A4 A4 g t = 0.184°sec

g

Nel tempo t la distanza percorsain orizzontale e

X = vxX-t
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5.8 Un pendolo con una particelladi massa M=32 g e lunghezza

| = 1.2 m, inizialmente nella posizione in cui 6 =35 & lasciato
libero di oscillare. Quando la massa arriva nel punto piu basso
della traiettoria, la cordicella comincia ad arrotolarsi attorno ad un
chiodo C posto sulla verticale del vertice O ad una distanzad piu
in basso. Calcolare quale deve essere la distanza d affinche 1) la
massa risalga dall'altra parte fino alla stessa quota del chiodo; 2) la
massa compia un giro completo attorno al chiodo lungo una
traiettoriacircolare. [d; = 0.983 m; dy > 1.113 m]

M = 32:gm [ :=1.2m

9.807 *m- sec” 2

6 = 35 deg g

Lamassa M E sottopostaalaforzadi gravita e alatensione del filo. Quest'ultima perd non falavoro
perche é sempre perpendicolare allavelocita. Vale quindi la conservazione dell'energia durante tutto il
moto. Nel caso 1) dl'istante finale la massa e fermae quindi laquota allaqualerisale e proprio la
quotadi partenza che quindi sarauguale allaquotadel chiodo. Detta d1 la distanza del chiodo da O:

| — d1=1 — I-cos(6) d1 :=I-cos(6) dl = 0.983'm

Nel caso 2), detta d2 la distanza minima, al'istante finale lamassa possiede energia cinetica. La suavelocita
minimav s puo calcolare osservando che |'accel erazione centripeta nel punto piu’ in alto sarainteramente
dovutaalaforzadi gravita. Allora

——=g v=Alg (1 - &2)

Dalla conservazione dell'energia, scegliendo lo zero dell'energia potenzia e quando la massa
s trovanel punto pit basso dellatraiettoria, trovo:

S+ Mg 2 (1 = d2)=Megrl- (1~ cos(o))
%-M-g- (I = d2) + 2M-g (I — d2)=M-g-I- (1 — cos(6))

3 2
dz2 = E-I + g-l-cos(e) d2 = 1.113°m
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5.9 Un pendolo conico € costituito da una massa m = 50 g
attaccata ad un punto fisso P tramite unafune di lunghezzal = 60
cm. La massa ruota in una traiettoria circolare con periodo
t=15s Cdcolare 1) [I'energia cinetica del pendolo.
Successivamente, mediante forze esterne s fa aumentare la
velocita di rotazione della massa, in modo che I’ energia cinetica
del pendolo raddoppi. Calcolare 2) I’angolo di inclinazione finale
dellafune e 3) il lavoro delle forze esterne necessario per il cambio
di traiettoria[E = 2.09 x 102 J;, g =29.77°; W= 3.96 x 102 ]|

M = 50-gm L = 60-cm T := 1.50-sec

Dalle formule del pendolo conico s ricavano il periodo t l'inclinazioneiniziae de filo 6, elavelocitav

2
LO: cosH T g
=27 cosp = [—| -— cos = 0.932
g o] L
2
1 g
0 = acos| |—| -— 6 = 0.372 rad
2| L
6 = 21.327 -deg
R :=L-sin(6) v i= Ao R tan (6) v = 0.914-m-sec
R =0.218'm
. 1 2 . . —D .
B = E-M-v B = 2.089-10 joule

L'energiacineticafinale Ef e lavelocitafinale vf sono quindi:

Ef 1= 2-E Ef = 4.17710 2 -joule

Ef=§-M-vf vf 1= Z-V vf = 1.293°*m*sec

Oraricavoiloraggio finale Rf el'inclinazione finae 6f

Rf=L-sin(6f) vf=,,/g- Rf-tan (6f)

1- cos(ef)2 vf2 2 vf?
= cos(ef) + — cos(ef) - 1=0
cos 6f) gL gL
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Questa € un'equazione di secondo grado in cos(6f) che ha due soluzioni

~vf? + AlVf4 + 4-g% L2

-vf? + f\/vf"' + 4> L2
2:gL

2:gL

0.868

cos(efl) =

-vf? — f\/vf4 + 4 gz- L2
2gL

—1.152

)=—vf2 - /\/vf4 + 4 gz- L2

cos(efl
2:gL

Solo lasoluzione per cui |cos(6f)| <1 e accettabile. Quindi trovo il raggio Rf I'inclinazione finale 6f:

-vf? + Jw4 + 4.g% L2
of = 0.52-rad Of = 29.77 *deg

of = acosl
2:gL

Rf := L-sin(6f) Rf

0.298°m

Nellanuovatraiettoriala massaruotain un'orbita posta su un piano sollevato rispetto aquello
iniziale e, oltre araddoppiare |'energia cinetica acquista un'energia potenziale gravitazionale. Detta
h ladifferenzafrale quote dell'orbitafinale einiziale, il lavoro delle forze esterne W € pari ala
variazione di energia meccanica

h:=L-cos(6) — L-cos(6f) h = 3.809:107% *m

AU := M-g-h AU = 1.868:10 2 -joule
AEC := Ef — Ei AEC = 2.089:1072 -joule
W = AU + AEC W = 3.956:102 -joule
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510 Un cubo di massa m = 0.3 kg € posto su un piano
orizzontale senza attrito, collegato a due molle disposte come in
figura Le due molle hanno costanti elastiche k;=10 N/m e
ko= 25 N/m e lunghezze a riposo d;= 40 cm e d,=30 cm

¥ 3 rispettivamente. Calcolare 1) l'estensione delle molle nella
A csnEEnEEil.— posizione di equilibrio. Successivamente il cubo viene spostato
:—W— fie rispetto alla posizione di equilibrio di una piccola distanza x e
5 fa lasciato libero di muoversi. Calcolare 2) il periodo delle

i oscillazioni; 3) I’energia meccanica del sistemad = 0.33 m;

T=058s E=0.121J.

M = 0.3-kg dl := 40-cm d2 := 30-cm

1 1 X = 7-cm

k1 := 10- newton-m~ k2 = 25 newton- m"
Siad lalunghezza comune delle due molle quando il cubo ein equilibrio. Dato che
lalunghezza ariposo delle due molle é diversa, al'equilibrio unadelle molle é
compressa, e l'atra é estesa. Le forze che agiscono sul cubo sono due forze
elastiche lacui risultante dovra essere nulla. Allora, sia per la molla estesa che per

lamollacompressa, sara:

F1=-k1 (d — d1) F2=-k2 (d — d2) F1 + F2=0
_ kL1-dl + k2 d2
T KL+ k2

~k1-(d — d1) — k2- (d - d2)=0 d: d = 0.329'm

Seil cubo viene spostato di un tratto x rispetto alla posizione di equilibrio:

d2- x
-k1- (d+x—=dl) — k2-(d + x — d2)=M-——
dt?
d? x
-k1- (d = d1) — k2- (d = d2) — k1-x — k2-x=M-—2
dt

Ddlarelazione che definisce la condizione di equilibrio risulta che la somma dei
primi due termini & zero. E quindi S trova:

d®x K1+ k2
+

X —

Questa e I'equazione di un moto armonico con pulsazione e periodo

o= v T:=— T = 0.582 -sec o = 10.801 ‘rad- sec
[0)

L'energia meccanica del sistema € costante e s puo' calcolare come
I'energia potenzial e delle due molle nella posizione spostata di x

1 1
E 1= ki (d+x - d1)? + S k2 (d+x - d2)? E = 0.121 *joule
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