Integrali di superficie: esercizi
svolti

Gli esercizi contrassegnati con il simbolo * presentano un grado di difficoltd mag-

giore.

Esercizio 1. Calcolare i seguenti integrali superficiali sulle superfici specificate:

1

1 3., _
a) /Ez4da, E:{(:U,y,z)ER Doz = R 1§z§2}

2
E:{(xvyaz)ER?’: Z:$+£y27 ngég’ OS?JS

V2 < a
- sinx
2 Q’y_

V2]

c) /szo, E:{(:c,y,z)ER3:z:xy,Ogyg\/gx, x2+y2§1}
b

o (129 5+

d /x2+2da, E:{x, 2)eR3: 2= /a2 + 2,m2+2<1}
) E( y) (2,9, 2) Vi +y y

{3

)

S

7]

332 2 .
) /E Y do, 5= {(2,y.2) €R®: (2.9,2) = (sin (u0), cos (uv), u), (u,0) € ),

23

Q—{('LL,’U)GRQ: ;<u<v,v<1} [1— log?2]
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1
/) /z4z+1da’ EZ{(ﬂ?,y,z)eR?’; z =2+, x2+y2<1}

5 (v5-1))

Svolgimento

1
a) Consideriamo l'integrale / —; do, dove
Z

E:{(x,y,z)eR?’: Z:\/a:;Tyz’ 1§z§2}.
La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R definita da g(z,y) = \/gg;TyZ’
dove
K = {(x,y) e R? %§x2+y2 < 1}

Fig. 1: L’insieme K.

Si ha che ¥ = o(K), dove 0 : K — R® & definita da

1
o(z,y) = (2,9, 9(z,y)) = (%yv JW) '

Quindi si ha che

L, 2 2\2
/E;da—/K(x +y) IN(z,y)| dz dy,
dove N(z,y) = %(aj,y) A ‘g—‘;(m,y). Si ha che

do do dg 99
N(a,y) = G @) A G @) = (=52 @)~ 1) =
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1+ (22 4+ y?)?
x2 + 9?2

x Yy
:<( 2 2)%7( 2, 2)371> = ‘|N($7y)||:
x Yy x Yy

Quindi

1 2
/jda:/ (2 +4?) HN(:L‘,y)dedy:/ (22 +42) 1+ (22 + y2)? dudy.
¥z K K

Passiamo in coordinate polari nel piano. Poniamo quindi

T = pcosv
P : p>0,0<9<2m, |[detJgs(p,I)| =p.
y = psind,

Allora

IN

[e=REN T
IA

S D

VAN VAN
[N} —
=)

(r,y) e K <<= {
Quindi si ha che K = ®(K”), dove

K/:{(p,ﬁ)ERQ: §p§1,0§79<27r}.

Quindi si ha che

1. _ 2, 2 2L 22 _ 3 s _
/Ezjda—/l(<x +92) 1+ (22 +9?) dmdy—/K/p\/l—f—p dp d9 =

ed essendo K’ un rettangolo con lati paralleli agli assi p e ¥ e la funzione integranda
prodotto di una funzione di p e di una di ¥, si ottiene

3

:</027r dﬁ) Vllpfi 1—|—,04dp] :2w{é(1+p4)2ﬁ=§<2ﬁ—ézx/ﬁ>.

1
Consideriamo 'integrale / ————=do, dove
8 21—yt
2 2
E:{(m,y,z)€R3: z:x—&—\ng, Oga;gg, Ogyg\g, ygsinx}.

La superficie 3 ¢ il grafico della funzione g : K — R definita da g(z,y) = 2+ @ 2

dove
V2

K:{(l‘,y)ERz nggga 0§y§77

y < sinx}.

Si ha che ¥ = ¢(K), dove 0 : K — R® & definita da

o(z,y) = (z,y,9(x,y)) = (:ny + ‘fy?) .
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‘ | ‘
0(0,0) 4 2

Fig. 2: L’insieme K.

Quindi si ha che
| o=, %HN )l d d
T x dy,
Ty Y y

dove N(z,y) = ‘9 Z(z,y) A g—y(az,y). Si ha che
_ Oo do B _@ _@ e
N(w,y)—%(x,y)/\afy(x,y)— < 8$(x7y)7 ay(m)y)a]-) - ( ]-7 \/iya ]-)7

IN(z, )| = V2y/1 +y2.

Quindi
/ ! / ||Nac )| da d ﬁ/ldxd
»vV1—y V1 Y v= K V1—192 v
Osserviamo che K = K7 U Ks, dove
K {(xy)€R2 nggz,y<smx}
V2
Ky = R2. T <T p<y< X2l
2 {(x,y)e 4<:c_2,0_y_ 5
Allora
1
do =2 da dy =
DRVAEETE K/1—y?
1
=2 da dy + V2 7d1:dy—
K — 92 Ko /1 —y?
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0(0,0) 4 2

Fig. 3: Gli insiemi K (in rosso) e K (in verde).

ed essendo sia K7 che Ky y-semplici, si ottiene

s ; ™ V2
1| [ 1 2| [ 1
=\/§/4 ——d dw+\/§/ / —F—=dy| dr =
o [Jo V1I-y? Y = lJo V1-—y? Y

V3

2
0

=2 /0 i {arcsin y] :mdl‘ +v2 /1 : [arcsin y] dx =

4

—\/E/g d +”2\/§—\/5[1 z]%ﬁrzx/ﬁ—i\/ﬁw?
VRS T T Y E T VR, Te Yt T YT

¢) Consideriamo 'integrale /Z 22 do, dove
2={(m,y,z)€R3: z=uxy, 0<y <3z, :U2+y2§1}.
La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R definita da g(z,y) = zy, dove
K:{(m,y) ceR?*: 0<y<V3z, 22 +4°< 1}.
Si ha che & = o(K), dove 0 : K — R? & definita da

o(z,y) = (v,y,9(x,y)) = (z,y,7Y).

Quindi si ha che
[ #do = [ w2 IN Gyl dody,
b K
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T T T T T T
-1 -1/2 00,0 1/2 1

Fig. 4: L’insieme K.

dove N(z,y) = %(x,y) A g—‘;(m,y). Si ha che

Nie,w) = 5(w0) A o ) = (=520~ 54w )1 ) = (-3 -, 1),

Ox
IN(z,y)[| = /1 + 22 +y2

Quindi

/szo*:/ nyQHN(:B,y)dedy:/ 222\ /14 22 + y2 da dy.
) K K

Passiamo in coordinate polari nel piano. Poniamo quindi

x = pcos?
D : p>0,0<9<2m, |detJs(p,I)| =p.
y = psind,

Allora

IN

IN

<> D

IN A
—_

0
(r,y) e K <= {0

w3

Quindi si ha che K = ®(K"), dove

K/:{(p,z?)e]R?: 0<p<1,0<0<

wl

Quindi si ha che

/z2do*:/ x2y2\/1+x2—|—y2dmdy:/ p° cos? ¥sin® 9\/1+ p2dpdd =
P K K’
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ed essendo K’ un rettangolo con lati paralleli agli assi p e 9 e la funzione integranda

prodotto di una funzione di p e di una di ¥, si ottiene

s 1
:(/3c052651n219d19> [/ p° 1+p2dp}.
0 0

Calcoliamo separatamente i due integrali. Si ha che

3 /1 2 11 5
/3 cos? 9 sin? 9 dv) = /3 (sinw) 4 = - {(279—Sin219008219)] -
0 0o \2 4 4

0
(%)

“16\3" "4
integrando due volte per parti si ottiene
1

/01,05 1+ p2dp = [§P4<1+P2)g}0—g/olp?’(lﬂLPQ) dp =

In conclusione

/Ez2d021<27r+ﬁ>2(11&—4):42@(11[—4) <g+

16 \ 3 4 ] 105

o|%
N——

d) Consideriamo 'integrale / (x2 + y2) do, dove
X

E:{(x,y,z)€R3: 2z =/22 + 92, 932+y2<1}.

La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R definita da g(z,y) = /22 + y?2,
dove

K:{(x,y)€R2: x2+y2<1}.

E quindi la parte del semicono di equazione z = /a2 + y2 compresa fra il vertice
0(0,0,0) e il piano z = 1.

Si ha che ¥ = ¢(K), dove o : K — R? ¢ definita da

7(e.y) = @p,9(e,) = (2,022 +42).
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<

Fig. 5: L’insieme K (in azzurro).

Quindi si ha che

/Z<$2+y2) do:/}((£2+y2) N (2,1 dz dy,

dove N(z,y) = §2(z,y) A 92 (2, y). Si ha che

~ Oz
0o 0o _( 99 g B
Niavy) = G @) A G @) = (=52 @) ~5hw).1) =
£ Y
= (- - 1) = Nzl = V2

Quindi

/Z(a:2+y2> do = /K <$2+y2> IN(z,y)||dedy = \/i/K (:1:2+y2) dzx dy.

Passiamo in coordinate polari nel piano. Poniamo quindi
x = pcos?
D : p>0,0<9<2m, |detJs(p,I)| =p.
y = psind,

Allora
0<p<l1

r,y) € K <—
(@y) {0<0<27T.

Quindi si ha che K = ®(K'), dove

K':{(p,ﬂ)€R2: 0<p<l, 0§29<27T}.
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Quindi si ha che

/(:c2+y2) da:\@/ (x2+y2) d:cdy:\@/ P2 dpdi) =
by K K’

ed essendo K’/ un rettangolo con lati paralleli agli assi p e 9 e la funzione integranda

prodotto di una funzione di p e di una di ¥, si ottiene
2w 1 1 1 2
A7) ] o] ] -
0 0 4" 1y 2

x2+y2

e) Consideriamo l'integrale / do, dove

s 23
S ={(2,9,2) €R*: (2,y,2) = (sin (uv), cos (wv),u), (u,v) € 2},
1
Q—{(u,v)eR2: g <u<v, v<1}.
Si ha che & = (1), dove ¢ : Q — R? & definita da

o(u,v) = (sin (wv), cos (uv), u).

1/24

T T
0(0,0) 1/2 1

Fig. 6: L’insieme  (in azzurro).

Quindi si ha che

2 2
1
|5 do = [ N, dude,
) QU

3
z
dove N(u,v) = g—g(u, v) A %(u,v). Si ha che

gZ(u, v) = (vcos (uv), —vsin (uv), 1), a—a(v, v) = (ucos (uv), —usin (uv), 0),

ou
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. . Kk
) ) ' J
—U(u, v) A —U(u, v) = |vcos(uv) —wvsin(uv) 1|=wusin(uv)i+ ucos (uv)j.
ou ov .
ucos (uv) —usin (uv) 0
Quindi
Jo do .
N(u,v) = —(u,v) A —(u,v) = (usin (uv),ucos (uv),0) = |N(u,v)| =wu.
ou ov
Quindi , ,
e+ vy 1 1
/E 3 dJ:/QﬁﬂN(u,v)HdudU:/Qﬁdudv:
essendo 2 u-semplice, si ottiene
1 v 1 1 17v 1 1 1
= / </ 2du> dv :/ [—] dv :/ (2 — ) dv = {2v—logv} , = 1-log2.
1 1w 1 ujl 1 v 3
2 2 2 3 2 2
f) Consideriamo 'integrale / ! do, dove
S SVEEE R

La superficie X ¢ il grafico della funzione g : K — R definita da g(z,y) = 22 + 32,
dove

K = {(az,y) eR?: 22442 < 1}.
B quindi la parte del paraboloide di equazione z = z? + 3> compresa fra il vertice
0(0,0,0) e il piano z = 1.

Si ha che ¥ = o(K), dove 0 : K — R® & definita da

o(z,y) = (z,y,9(x,y)) = (az y, 2> + y2) .

Quindi si ha che

1 1
do=| ————I|N dad
/E4Z—‘rl g /Kl—i-4x2—i—4y2H ($7y)H xay,

dove N(z,y) = §2(z,y) A 92 (2, y). Si ha che

0 0 0 0
N(ay) = g n o) = (52 —ghwp).1) = (<20, =21,

IN(z,y)|| = /1 + 4x? + 492
Quindi

do =

1 1 1
— [ L \N@.y)ded :/ dz dy.
/24Z+1 /Kl+4x2+4y2” @)l Y K /1 + 422 + 492 Y




Integrali di superficie: esercizi svolti 11

<

Fig. 7: L’insieme K (in azzurro).

Passiamo in coordinate polari nel piano. Poniamo quindi

x = pcosv
D p>0,0<9<2m, [detJgs(p,I)| =p.
y = psin,

Allora
0<p<l1

z,y e K —
@) {0§29<27T.

Quindi si ha che K = ®(K"), dove
K':{(p,§)€R2: 0<p<l, 0§19<27T}.

Quindi si ha che

dpdi =

/ Ly / L dzd S —
g = €T =

vz +1 K Vita+az VT e JTx a2

ed essendo K’ un rettangolo con lati paralleli agli assi p e ¥ e la funzione integranda

prodotto di una funzione di p e di una di ¥, si ottiene

1

R e R R (]



12 Integrali di superficie: esercizi svolti

Esercizio 2. Calcolare I'area delle seguenti superfici:

1
a) E:{(m,y,z)€R3: 225(1'24-23/2), x2+4y2<8}

b) E:{(x,y,z)eRB: x2+y2+z2:R2}, R>0

Svolgimento

1
a) Consideriamo la superficie 3 = {(m,y, 2)eRd: 2= 5(3:2 +2y%), 22+ 4% < 8}.

La superficie X ¢ il grafico della funzione g : K — R definita da g(z,y) = %(mz +
2y?), dove

2 2
K:{(:c,y)E]RQ: x2+2y2<8}:{(:1:,y)€R2: =47 <1}.

E quindi parte del paraboloide ellittico di equazione z = %(552 + 292).

Fig. 8: L’insieme K (in azzurro).

Si ha che ¥ = ¢(K), dove 0 : K — R® & definita da

o(z,y) = (z,y,9(x,y)) = (x,y,; (xQ + 23/2)) )
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Quindi si ha che I'area di X &

A = [ NGy da dy,

dove N(z,y) = g—g(x,y) A g—‘;(az, y). Si ha che

do do 0g dg
N(avy) = G ) A ) = (—g) =52 ).1) = (<. =20.1),

ING )l = 1+ 22 + 42,
as = [ IN@ )l dedy = [ 1422+ 12 dedy.
K K

Passiamo in coordinate ellittiche nel piano. Poniamo quindi

o {x = 2v/2pcos )
Ly =v2psinv,

Quindi

p>0,0<9<2nm, |detJgs(p,I)| =4p.

Allora
0<p<l1

z,y) e K <+—
@) {0§19<27T.

Quindi si ha che K = ®(K'), dove
K/:{(p,ﬂ)eRQ: 0<p<l, 0519<27r}.
Quindi si ha che

A:/N, dd:/mddzzl/ 1+ 8p2 dpdi) —
s= [ IN@y)ldedy= [ 1+a? a2 dedy=a [ p\/1+8p2dp

ed essendo K’ un rettangolo con lati paralleli agli assi p e 9 e la funzione integranda

prodotto di una funzione di p e di una di ¥, si ottiene

o 1 1 391 96
4(/0 dﬁ) UO py/1+ 8p dp} 8w[24(1+8p” =l

0

Consideriamo la superficie 3 = {(a:,y, z) € R3: 22442422 = RZ}, con R > 0.
La superficie ¥ ¢ la sfera di centro O(0,0,0) e raggio R. Si ha che ¥ = o(K), dove
o: K — R? & definita da

(9, ¢) = (Rsinv cos p, Rsin ¥ sin ¢, R cos 1),

doveK:{(ﬁ,go)eRQ: 0<9<m, 0§g0§27r}.
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0(0,0) ‘ n
Fig. 9: L’insieme K.

Quindi si ha che l'area di ¥ &

as = [ IN@. ) v de,

dove N (9, ) = %(19, ©) A g—g(ﬂ, ©). Si ha che

gg(ﬁ,cp) = (Rcosv cos g, Rcos¥sin p, —Rsind),
do . . .
%(19, ) = (—Rsin¥sin p, Rsin ¥ cos ¢, 0),
i J k
gg(ﬁ, ©) A 20(19, @) =| Rcosvcosep Rcosvsing —Rsind|=
v —Rsindsiny Rsindcosp 0
= R?sin® ¥ cos pi + R? sin® ¥ sin ¢j + R? sin v cos k.
Quindi
do do 2 o2 2 529 2
N0, p) = 8—19(19,@ A %(19,@ = (R*sin” ¥ cos ¢, R” sin” ¥ sin ¢, R” sin ¥ cos ),
IN, )] = B sin.
Quindi

As = / N9, ¢)|| dV dp = RQ/ sind di dp =
K K
essendo K un rettangolo con lati paralleli agli assi 9 e ¢ e la funzione integranda

prodotto di una funzione di ¥ e di una di ¢, si ottiene

27 71' T
= R? (/ d<p> {/ sinﬁdﬁ] = 27 R? {— coS 79} = 47 R2.
0 0 0
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Esercizio 3. Calcolare il flusso uscente del campo vettoriale F(x,y, z) = (z,v, 2%) dalla

superficie costituita dal bordo di
D= {($7y7z) GRS D —l<z< —,1‘2 —y2}

[5]

Svolgimento

Il flusso uscente del campo vettoriale ' dal bordo di D puo essere calcolato in
due modi: con la definizione oppure applicando il Teorema di Gauss, detto anche della
divergenza.

1° modo: con la definizione

Si ha che 9D = X1 U X9, dove

21:{(az,y,z)ER3: z=-1, x2+y2<1},

22:{(1"y’z)€R3: Z:_l‘2_y27 l‘2+y2<1}

Quindi

F-n:/ F-n+ F -n.
oD 31 P

Fig. 10: L’insieme 0D = ¥; U X9, con ¥; (in nero) e Xy (in verde).
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Si ha che ¥ ¢ il grafico della funzione g; : K — R definita da g1 (z,y) = —1 e Xy &
il grafico della funzione gs : K — R definita da go(7,y) = —2? — y?, dove

K:{(x,y)éRZ: :c2+y2<1}.

<

Fig. 11: L’insieme K (in azzurro).

Allora si ha che ¥; = 01(K), dove 01 : K — R? ¢ definita da

0'1($,y) = (x,y,gl(ﬂz,y)) = (Jj,y,—l)

e Y9 =09(K), dove o9 : K — R3? & definita da

o2 (7, y) = (z,y,92(7,y)) = (x y, —x° — y2) .

Per definizione di integrale di flusso si ha che
F'HZ/ F(o1(z,y)) - Ni(,y) dz dy,
) K
dove Nj(z,y) ¢ il vettore normale esterno a D nel punto o1 (x,y) uscente da ;. Si ha
che il vettore N(z,y) = %(m, y) A %%(a:,y) ¢ normale alla superficie 31 = o01(K). Si
ha che

0o do 0 0
Niavy) = Gaa) A G @) = (=G e) ~ @) 1) = (0.0.1),

Questo vettore normale ¢ entrante in D. Quindi un vettore uscente ¢ Nij(z,y) =

—N(z,y) = (0,0, —1). Ne segue che

Fon= [ Flouwy) M@y dedy = [ Fay,~1)-0,0,-1)drdy =
31 K K
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:/ (x,y,l)-(0,0,—l)d:ﬂdy:—/ drdy = —m(K) = —m.
K K

Per definizione di integrale di flusso si ha che

F.n= / F(oa(z,y)) - No(z,y) dz dy,
Yo K

dove Ny(z,y) ¢ il vettore normale esterno a D nel punto os(x,y) uscente da ¥o. Si ha

che il vettore N(z,y) = %(as,y) A %%f(x,y) ¢ normale alla superficie 3y = 09(K). Si
ha che

do do 0 0
N(.%',y) = T;(way) A ?;(xay> = (—ag(j({ﬂ,y), _%;(xay)v 1) = (21'72:1/’ 1)

Questo vettore normale ¢ uscente da D. Quindi un vettore uscente & Ny(z,y) =

N(z,y) = (2z,2y,1). Ne segue che

Fn:/ F(U2(x7y))N2(xay)dxdy:/ F(w,y,—xQ—gf) (21‘,2y,1)d$dy:
Yo K K

= /K (:B,y, (ZL'Q + y2>2> (2, 2y, 1) dxdy = /K [2 (:1:2 + y2) + (:U2 + y2)2} drdy =

passando in coordinate polari nel piano

2m 1 1 1 g1t 4
_ 9,3 1 f }:2 [46]:_
</0 dq?) [/o (p +p)dp 5P —|—6p . 3T

In conclusione si ha che

F~n:/ F-n+ F-n:z.
oD > 3o 3

2° modo: con il Teorema di Gauss (o della divergenza)

Essendo il campo F di classe C! e I'insieme D un aperto con bordo, per il Teorema
di Gauss si ha che

F-n:/ divF(z,y, z)dx dydz,
D

oD
dove, posto F' = (f1, fa, f3), si ha che
. _on o, 053
leF(I’,y,Z) - 8$ <1’,y,2> + 8y (1’,y,2> + az (l’,y,Z)-

Quindi divF(z,y,2z) =2(1+2) e

F-n:/ divF($,y,z)dxdydz:2/(1—|—z)dmdydz:
oD D D
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integrando per fili paralleli all’asse z si ottiene

—;1: —y 1 —xZ—y2
_2/ / (1+ 2)dz da:dy:2/ {z+z2} dx dy =
K 2 14

2 1
_2/[ :1:+y —:r2—y2+f

2} dx dy,

dove
K:{(x,y)GRZ: :c2+y2<1}.

Passando in coordinate polari nel piano si ottiene

1
/ Fn—Q/[ :U+y —xQ—y2+]dxdy:
8D 2

2 1 1 1 1,00 o«
—9 dv 5_ d 6 4 ] _T
(/0 )[/0 {2’) P +2’O] p] {12” P TP 3

Esercizio 4. Calcolare il flusso uscente del campo vettoriale F' dal bordo dell’insieme

D nei seguenti casi:

a) F(x,y,2) = (z,y,2), D:{(:c,y,z)G]RS: r+y+z<1, x>0, y>0, z>0}
1
H

b) F(m,y,z):(acz,yz,z), D:{(a:,y,z)eRs: a:2+y2<z<1}

c) F(m,y,z):<x3,y3,23), D:{(m,y,z)eRB: 2?4yt 422 <, z>0}

Svolgimento

a) Calcoliamo il flusso uscente del campo vettoriale F(x,y, z) = (z,y, 2) dal bordo
dell’insieme D = {(x,y,z) cR3: r4+y+z<l, >0, y>0, z> O}. Per il
Teorema di Gauss (o della divergenza) si ha che

F.-n= / divF(z,y, z)dx dydz,
oD D
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19

dove, posto F' = (fi1, f2, f3), si ha che

0 0 0
AivP(z,.2) = G 0.02) + P (0,0, + G2 0042).

Quindi divF(x,y,z) =3 e
F-n= / divF(z,y,z)drdydz = 3/ drdydz =
oD D D

integrando per fili paralleli all’asse z si ottiene
l—x—y
:3/ </ dz) dxdy:?)/(l—x—y)dxdy,
0 \Jo Q

Q:{(x,y)€R2: 0<z<l, 0<y<1—x}.

dove

0(0,0) ‘ ‘ ‘ 1
Fig. 12: L’insieme  (in azzurro).

Essendo ) y-semplice, si ottiene

aDF-nzS/Q(l—x—y)dxdy:ZS/ol (/Olz(l—x—y)dy>d;r:

=3ATu—mw—§fﬁaﬁngéir—@%x:gﬁéu_xﬂlzi

b) Calcoliamo il flusso uscente del campo vettoriale F(z,y, z) = (332, Y2, z) dal bordo

dell’insieme D = {(m,y, 2eR: 224+ y2<z< 1}. Per il Teorema di Gauss (o

della divergenza) si ha che

F-n= / divF(z,y, z)dx dydz,
oD D
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dove, posto F' = (f1, fa, f3), si ha che

0 0 0
AivF(e,,9) = () + P2 2) + 52w 2).

Quindi divF(z,y,2) =2z +2y+1e

F-n:/ divF(m,y,z)dwdydz:/(2x+2y+1)da:dydz:
oD D D

integrando per fili paralleli all’asse z si ottiene

1
:/ / (2x 4+ 2y +1)dz dxdy:/(2x+2y+1)(1—x2—y2) dzx dy,
Q x2+y2 Q

dove

Q:{(x,y)eRz: x2—|—y2<1}.

-1 ‘ 0(0,0) ‘ 1

Fig. 13: L’insieme  (in azzurro).
Passando in ccordinate polari nel piano si ottiene
F‘n:/(2x+2y+1) (1—x2—y2) dx dy =
Q

oD
2 1
:/ [/ (2pcos?d +2psind + 1) (p—p3) dp} dy =
0 0

2w 2w
essendo / cosv d = / sin¥ d¥ = 0, si ottiene
0 0

(W) ) o] i35

0
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¢) Calcoliamo il flusso uscente del campo vettoriale F(x,y, z) = (x3, Y3, z?’) dal bordo
dell’insieme D = {(x,y,z) eR*: 24+ +22<1, 2> 0}. Per il Teorema di

Gauss (o della divergenza) si ha che

F-n:/ divF(z,y, z)dx dydz,
D

oD
dove, posto F' = (f1, f2, f3), si ha che
- _on of, oss
leF(.’L’,y,Z) - 856 (ﬂ?,y,Z) + 8y (.’L’,y,Z) + 82’ ($7yaz)'

Quindi divF(z,y,2) = 3 (2?2 + y? + 2%) e

F-n:/ divF(:U,y,z)dxdydz:?)/ (x2+y2+22) dx dy dz.
oD D D
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Fig. 14: L’insieme D.

Passiamo in coordinate polari nello spazio. Poniamo quindi
x = psindcosp

®:{y=psindsing p>00<I<m 0<p<2m, |detJp(p,9)| = p®sind.
z = pcosd,

Allora
0<p<1

(x,y,2) €D <= 0<d <3
0<¢p<2m.
Quindi si ha che D = ®(D’), dove

D/:{(p,ﬁ,(p)GRgl 0<p<1, 0§19<72r,0§g0<27r}.
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Quindi si ha che

F-n:3/ (a:2+y2+z2> da:dydz:?)/ ptsinddpdd dy =
oD D D’

essendo D’ un parallelepipedo con spigoli paralleli agli assi p, ¥ e ¢ e la funzione

integranda prodotto di una funzione di p, una di ¥ e una di ¢, si ottiene

21 g 1 Trl 1 6
=3 (/ d<p> / sin 9 d? [/ p dp} = 67r{— cos 19] ° {p‘r’] = —T.
0 0 0 015 Jlo 5



