Calcolo Integrale 25

Esercizi

1. Calcolare l'integrale indefinito

[
\/E—I—zx'

R. Procediamo effettuando il cambio di variabile t = \/z ossia

xr=1> e dx=2tdt.

Quindi

1 1 1
de= | ——2tdt=2 [ ——dt = 2log |1+ +
/\/a?+x o /t+t2 /1+t ogll+1+e

Se torniamo alla variabile x otteniamo

1
/\/E+xdz:2log(1+\/5)+c

* k%

2. Calcolare I'integrale indefinito

/ log? z dz.
R. Integriamo per parti
/log2 rdr = = zlog’z — /xd(log2 x)
2 ].
=zlogx — [ x2logx —dx
x
= zlog?z — 2/logxd:v.
Ricordando che una primitiva di logz € zlogx — x si ha che

/longdx =xlog’r — 2(xlogr — z) + ¢ = z(log’ v — 2logz + 2) + c.
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3. Calcolare I'integrale indefinito

/Sin(3z) e dz.

R. Spostiamo il fattore sin(3z) nel differenziale e integriamo per parti

/Sin(3z) e do = /e2xd <_COS§)3$)>

1 1
=3 cos(3z) e** + g/cos(?)x) d(e*")

1 2
=3 cos(3x) e** + g/cos(?)x) e du.
Adesso applichiamo la stessa tecnica all’integrale che e rimasto
in(3
/cos(3z) e* dr = /e“d (#)

= = sin(3z) ** — %/Sin(&ﬂ) d(e*)

2
sin(37) e — 3 /Sin(3z) e* du.

W= W=

Riassumendo i risultati fin qui ottenuti abbiamo che
. 2z ]- 2x 2 . 2x 4 . 2x
sin(3z) e dx = —3 cos(3x) e** + 9 sin(3z) e** — g sin(3z) e d.
Ora per concludere e sufficiente esplicitare 'integrale richiesto
4 : 2x 1 2z 2 : 2z
1+ 9 sin(3z) e* dx = ~3 cos(3x) e** + 9 sin(3z) e + ¢
e quindi

1
/sin(3z) e* dx = s e** (2sin(3z) — 3 cos(32)) + c.
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4. Calcolare l'integrale indefinito

/ 2® log z du.

R. Procediamo per parti integrando prima il fattore x

9 9 9
/xs logzdr = /logmd(%) = % logz—/%d(logz)

9 1 1 9 1
::E—logx——/:vg—dz:m—logx——/a:Bd:E
9 9 x 9 9

©

T l l'9+
= —logx— —+c.
g BT g1

* k%

5. Calcolare I'integrale indefinito

/ v1+logz A
— 4z

R. Integrando prima il fattore 1/ otteniamo

V141
/%dmz/ﬂl%—logmd(logm)

! 2
= /(1+10g$)2 d(1+logzx) = §(1+10g$)3/2+c.

* k%

6. Calcolare I'integrale indefinito

/ arctan z dzx.
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R. Procediamo per parti

1

T dz.
1+ 22

/arctanx dxr = x arctanx — /:E d(arctanz) = x arctanx — /

Ora risolviamo a parte l'integrale rimasto

x 1 x? 1 1 1
der= | ——d|— ) == d(1+2z%) = = log(1+ 2 )
/1+x2 v /1+x2 (2) 2/1+x2 (1+27) 20g( +at)+e

Quindi

1
/arctanxd:ﬁ =z arctans — o log(1 + %) +c.

* Kk

7. Calcolare I'integrale indefinito

244 15}
/Mdm'

22 —1

R. Possiamo intanto fare la divisione (i polinomi hanno lo stesso grado)

22 4+4x+5 4z + 6
el e B
2 —1 2 —1
cosl
/:E2—|—4:E+5d +/4x—|—6d
—  dzx==x z.
22 —1 22 —1

Ora calcoliamo l'integrale rimasto. La fattorizzazione completa del polinomio
al denominatore e
1= (@x+1)(z-1)

e dunque la decomposizione e

dr +6 A n B
2—-1 41 =x—1

dove A e B sono costanti da determinare. Svolgendo i calcoli

4r+6 (A+B)xz+ (B - A)
2 -1 x?2—1
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e si ricava facilmente che A = —1 e B = 5. Quindi

/x2+4x+5d +/ 1 n 5 d
- drx =2z T
2 —1 z+1 x-1

=x—log|lx+1|+5log|lz —1|+¢
jz —1J°
|z + 1|

=2z +log +c.

* k%

8. Calcolare I'integrale definito

2 1
——dx.
/1 2%(z +1)? &

R. 1l polinomio al denominatore e gia fattorizzato e la decomposizione e

LA B C D
2z +1)2 o 22 z+1 (z+1)?

dove A, B, C' e D sono costanti da determinare. Svolgiamo i calcoli

1 _ (A+C)2*+(2A+B+C+D)2> +(A+2B)z+ B
p2(z+1)2 2%(z +1)?
e dunque
A+C=0
2A+B+C+D=0
A+2B=0
B=1

da cui ricaviamo che A= -2, B=1,C =2e D = 1. Quindi

/édaj—/ —z+i+ 2 + ! dz
22(r+1)2 r 22 z+1 (x+1)?

1 1
:—210g|x|—5+210g|x+1|—x—+1+c

= 2log

z+1 1 1
x

29
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e I'integrale definito richiesto ¢

2 1
— —  _dzx =21
/1 2@+ 12" { o8

4 3

* Kk

9. Calcolare I'integrale definito

/1 22 —2x+5
- dx.
o (1+27%)?

R. 1l polinomio al denominatore e gia fattorizzato e la decomposizione e

x2—2x+5_Ax+B+ Cz+ D
(1+ 22)? 1422 (1+ 22)?

dove A, B, C' e D sono costanti da determinare. Svolgiamo i calcoli

> —2x+5 A’ 4+ Bz’ + (A+C)z+ (B+ D)

(1+22)2 (1+ 22)?
e dunque
A=0
B=1
A+C=-2
B+D=5

da cui ricaviamo che A =0, B=1,C = -2 e D = 4. Quindi

/ 2 —2x+5 p / 1 20 . 1 y
—_— axr = — T
(14 22)? L+a22 (1422)2  (1+22)?

t +—1 +4/71 d
= arctan x> Z.
1+ 22 (14 22)?
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Calcoliamo l'integrale che rimane per parti
1 1+ 2? — 22

———dr = | ——=—d

/(1+x2)2 ’ / (1+a22

1 T
= L
/<1+x2 ’ (1+z2)2> ’
sty [wd (5
= arctanz + = [ =
2 14 2?

B x 1 1 d
—a“tan“mﬁ/m g
_1 T

= iarctanx%—mch.

Cosli

/x2—2x+5d 3 aret +1+2x+
- dr=3arctanz + ——— +¢
1122 T+ o2

e l'integrale definito richiesto e

Y42 — 22 +5 1+22]" 37+2
————dx = |3arctanxz + = .
o (14+22)? 14+22], 4

* k%

10. Calcolare I'integrale definito

€ 1
——d
/1 z(3 + log x)? v

R. Per z > 0, integriamo prima 1/x e poi aggiungiamo 3 nel differenziale

1 1
. dr= [ _q(
/x(3+logz)2 ¢ /(?H—logx)2 (log z)
1 1
:/7d(3+loga§):

(3 +logx)? _3—|—logx+c
Quindi

/e 1 1 ¢ 1
= || =
1 z(3 +logz)? 3+logz|, 12
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11. Calcolare I'integrale definito

V3 3
2 T
/ T g
0 VvV 1-— 1‘2
R. Effettuiamo il cambio di variabile

x =sint e dx = costdt.

Invece di calcolare prima la primitiva e poi l'integrale definito proviamo a

trasformare direttamente ’intervallo di integrazione:

3 =arcsinx
xG[O,g] ST e 0,7

Quindi

T . 3 s
3 8In” ¢ 3
costdt:/ sin® ¢ dt.
0

V3 3
2 x

/ 7dx=/

o V1-—ux? g cost

Ora proseguiamo il calcolo osservando che sin®t = sint¢ (1 — cos? t)

3 3 3
/ sin’t dt = / sint (1 — cost) dt = / (1 — cos®t) d(— cost)
0 0

0
jus 3t
= /3((:05215— 1) d(cost) = [COS

0

3
— COS t} = —.
0 24

* Kk

12. Calcolare I'integrale definito

™
/ sin? z dx.
0

R. Calcoliamo prima l'integrale indefinito con il metodo dell’integrazione

per parti
/sinQ:de = /sinxd(— cosx) = —sinx cosx — /(— cos x) d(sin )

= —gsinx Cosx+/0052xdx.
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Per continuare osserviamo che cos? 2z = 1 — sin? z. Quindi
/siandx = —sinz cos :H—/ (1 — sin? x) dx = —sinx cos x+x—/ sin? z dz.
Ora possiamo esplicitare 'integrale che stiamo cercando

2/sin2zdx = —sinz cosT + x + c.

Quindi
T 1
/ sin®z dr = 3 [—sinz cosz + ]y =
0

|

* k%

13. Calcolare I'integrale definito

i 1
/ — dzx.
o 3sin”x + cos?x

R. Raccogliendo cos? z al denominatore, I'integrale diventa

1 1 1 1 1
— dx = 5 c———dx
o 3sin“x + cos?x o Stan*x+1 cos?x

uindi integriamo il fattore 1/ cos® x
g

1 1 1
/ ) = —/ d(tanx)
o 3sin x+cos2x 3 tan?z + L x+—
\/_[ T i
= 2= |arctan(Vv/3 tan z = —.
3 ( ) o 3V3
* % *
14. Sia
T xT
per x # 0
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Calcolare I'integrale definito

/j f(z) de.

R. La funzione da integrare ¢ continua in [—1,2] \ {0}:

lim f(zx)=—1 e lim f(z)=1

0~ z—0t

e quindi conviene dividere l'intervallo di integrazione rispetto al punto di
discontinuita

/jf(x)dx:/_Ulf(x)dx+/02f(x)dx:_/ijdij/:dex‘

Si verifica facilmente che

[ra= s+
x = c
log 2

e cosi I'integrale da calcolare diventa

/2f<) L g0 4 L= 2
x)=—— = :
1 log 2 1 log2 " 0 21og?2

* Kk

15. Calcolare I'integrale definito

1
/ arcsin z dzx.
0

R. Cominciamo integrando per parti:

1 1 1
7 T
arcsin z dz = [z arcsin x|} —/ rd(arcsinz) == — —/ —dx.
/0 [ Jo i ( ) == 3 i

Ora calcoliamo a parte l'integrale che manca

[ o= [ =t (5) =3 [ =t
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Quindi “aggiustiamo” il differenziale in modo che diventi uguale a 1 — 2%
1

/01 ﬁd:ﬁ — —% /010 —a%) 2 d(l - a2%) = ‘% 20-ah3] =1

Dunque

1
. T
arcsinz dx = — — 1.
0 2
* % *

16. Calcolare 'integrale definito

16 1
——dx
/0 T+ 3T+ 2

R. Qui conviene fare la sostituzione t = /x cosi t* = =z, 2tdt = dz.
Trasformando anche l'intervallo di integrazione otteniamo

2 1 ot
————dx = ——dt
0 T+3Vxr+2 o t2+3t+2
Ora integriamo la funzione razionale: la decomposizione in questo caso e

2t 2t _ A B
24+3t+2 (t+1D)(E+2) t+1 t+2

dove A e B sono costanti da determinare. Svolgendo i calcoli

2t _ (A+B)t+(2A+ B)
2+3t+2 243t +2
e si ricava facilmente che A = —2 e B = 4. Quindi

[ [ )
- — —_ - T
o 12+3t+2 0 t+1 t+2

(t+2)21* 36 9
=21 = 2log = — 2log4 = 2log =.
{Og t+1) ], 85 0% %65

* k%
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17. Calcolare I'integrale definito
/ cos(3z) cos(4x) dz.
R. Operiamo utilizzando il metodo dell’integrazione per parti

/ " cos(3x) cos(dz) dr = / " cos(32) d (@)

—T ™
™

1 1

=~ lcos(3x) sin(4a)]", — | / sin(4z) d (cos(3z))
3 (7 . .

= Z/ sin(3z) sin(4z) dx.

In modo simile

/W sin(3z) sin(4z) dz = /W sin(3z) d (_COSE:M))

- —T

= > [in(32) cos(da)]", + 1 / " cos(4z) d (sin(3a))

—T

_3 / " cos(3x) cos(4z) da.

1),

Allora

cos(3z) cos(4x) dx = 1%/ cos(3z) cos(4x) dx

-7

ossia l'integrale da determinare vale 0.

* Kk

18. Calcolare il limite

t2
lim 1 / arcsin(3x) dz.
10 14 0

R. Sitratta del limite di un rapporto di infinitesimi. Procediamo applicando
il teorema di de 'Hopital. Per calcolare la derivata del numeratore utilizzi-
amo il teorema fondamentale del calcolo integrale: se F(x) € una primitiva
della funzione arcsin(3x) allora F'(z) = arcsin(3z).
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Dunque la derivata del numeratore e
d [ 1” d
pr / arcsin(3z) dz | = p (F(t*) — F(0)) = F'(#*)(t*)" = 2t arcsin(3t?)
0

mentre la derivata del denominatore ¢ (¢*)" = 4¢3,
Dato che arcsint ~ ¢ per ¢ che tende a 0, abbiamo che

. v H.. 2tarcsin(3t?) . 6° 3
lim — arcsinzdx =lim ———% =lim — = —.
t—0 t4 0 t—0 4¢3 t—0 4¢3 2

* * %

19. Calcolare il limite

1 [
lim — / sin?(27) du.
¢

t—0 3

R. Applichiamo il teorema di de 'Hépital. Se F(z) € una primitiva della
funzione sin?(2z) allora la derivata del numeratore &

dt dt
= 2t sin”(2t%) — sin?(2t).

-i<[ mﬂmmm)zligu%—Fu»:gﬁ@#ﬂﬁy—gﬁ@w@y

mentre quella del denominatore ¢ (¢%)" = 3¢2.
Dato che sint ~ t per t che tende a 0, abbiamo che

1, H .. 2tsin?(262) —sin?(2t) . 8P — 42 4
i ), st (2o)dr =i 3 =lm =3
* % %k

20. Calcolare l'integrale improprio

1
/ log z dz.
0
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R. Come abbiamo gia visto
/logxdx =z logr — o +c.

Quindi

z—0t

1
/ logzdr = [ logz — z], = —1 — lim (z logz — x) = —1
0

* Kk

21. Calcolare I'integrale improprio

21
1 cos(5)

R. La funzione data & continua e negativa sull’intervallo (1,2]. Prima di
provare a calcolare una primitiva verifichiamo se la funzione e integrabile
sull’intervallo. Possiamo utilizzare il criterio del confronto asintotico perché
la funzione ha segno costante nell’intervallo di integrazione. Per x — 1~

1 1 1 1

= = ~S —

cos(Zz) cos(Z(x—1)+1I)  sin(Z(z—1) x-1

Quindi 'integrale diverge a —oc.

* Kk

22. Calcolare I'integrale improprio

+o00 1
——d
/e 2(logz)?

R. Integriamo prima il fattore 1/x

—+o00 1 —+o00 1 1 —+oc
= d(logz) = | — =
/e (loga) / logays 108 7) [ 2<logx>2]e

N | —
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23. Determinare per quali valori di a € R la funzione
(sinx)®
z3 (r + 5)*
¢ integrabile sull’intervallo (0, 2).

R. La funzione data & continua sull’'intervallo (0,2] e quindi dobbiamo fare
un’analisi asintotica solo per z — 0%

(sinz)® x° 1
3 (x+5)r 235t g3e

Dunque la funzione ¢ integrabile sull’intervallo (0, 2) se e solose « = 3—a < 1
ossia se a > 2.

* k%

24. Determinare per quali valori di @ € R la funzione

1—¢e*

x|z — 1t

¢ integrabile sull’intervallo (0, +o0) \ {1}.
R. I punti da indagare sono tre: 0, 1 e +oc.
Per z — 07
1—e™ T 1
e |f17— 1|4a ~ e - xafl
quindi, per l'integrabilita, « =a — 1 < 1 ossia a < 2.
Per z — 1
1l—e”® 1
2|z — 1)t " |z — 1|t

quindi, per l'integrabilita, « = 4a < 1 ossia a < i.

Per z — +¢
1—e? 1 1

70 |x_1|4a ~ $a$4a ~ ﬁ

quindi, per l'integrabilita, « = 5a > 1 ossia a > é
Unendo le tre condizioni abbiamo che % <a< i.
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25. Determinare per quali valori di @ € R la funzione
(22 — 1)
logz\/3 -
¢ integrabile sull’intervallo (1, 3).

R. I punti da indagare sono due: 1 e 3.
Per 2z — 17 abbiamo

(2> —1)* ((x = 1)(xz+1))° (z—-1)" 1
logzv/3—2  log(l+(x—1))vV3—=x z—1 (x —1)t-a
quindi, per l'integrabilita, « =1 —a < 1 ossia a > 0.
Per x — 3= abbiamo

(22 — 1)@ 1

logx /3 —x (3—x)%
quindi e integrabile “vicino” a 3 perché % < 1.
Quindi I'unica condizione per l'integrabilita sull’intervallo (1,3) e: a > 0.

* Kk

26. Calcolare I'integrale improprio

+o0 1
/ dx

1 23+ (logx)?)
R. La funzione data e continua in [1, +00) e se facciamo un’analisi asintotica
per x — +o0o vediamo subito che la funzione data e integrabile:

1 1
z(3+ (logz)?) =z (logz)?

Per calcolare I'integrale dobbiamo prima determinare una primitiva. Per
x>0

L L (e
/x(3+ oz 1)) dx = /Wd(logx) = \/garctan< 3 ) +c
Quindi

/*OO 1 y 1 [ . <logx>]+°° 7r
r = — |arctan = —.
1 x(34 (logz)?) 3 NEWAR 2v/3
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27. Calcolare I'integrale improprio

+oo 1
——— dx.
o Vit Wy
R. La funzione data ¢ continua e positiva in (0,+00). Inoltre su questo
intervallo e integrabile per il criterio del confronto asintotico:
per z — 0"

1 1
VE+ (Vap T ad
per x — +00
1 1

Vit (Vo) gy

Per il calcolo del valore dell’integrale improprio determiniamo una primitiva:
poniamo t = /7, cosi t? = x, 2tdt = dz e

1 2t 1
— _dr = | —=dt=2 | ——dt
/\/E+(\/E)3 N /t+t3 /1+t2
= 2arctan(t) + ¢ = 2arctan(y/z) + c.

Ora valutiamo la primitiva agli estremi di integrazione
+o00 1

Ty = 2 arctan(vE) T =

* k%



