Esercizio 1

Calcolare il limite:

. 3x + tanx
lim

z—0 sinz + tan? z’
senza applicare la regola di De L’Hospital.

1 —sinzx

cos?x ’

4ok
Soluzione
3x + tanx 0 3 4 tanz 3+1
im——=—- = : = =
e—0sinz +tan’z 0 o too SRE 4 fNZg ] 4 1.0 ’
Esercizio 2
Calcolare il limite:
2 si 1 —si
iy 25102 (1 —sinz)
T—T 3cos? x
senza applicare la regola di De L’Hospital.
KAk
Soluzione
. 2sinz(l—sinz) 0 . 2sinz 1 —sinz 2
lim = — = lim - lim ——— = = lim
T—3 3cos?x 0 T3 3 T—7 cos? 3 z—7
. 1l—sinz ) 1 —sinz 1
lim —— = lim - . = —
e—2 cos?x a2 (1 —sinzx) (1 +sinz) 2
Quindi:
. 2sinz(l —sinz) 1
lim =
P 3cos? x 3
Esercizio 3
Calcolare il limite:
. In(l+m—4arctanx)
lim - ,
z—1 sin (1 — z)
koK



Soluzione
Il limite si presenta nella forma indeterminata g:

In(1+ 7 —4arctanx)

lim —

z—1 sin (1 — z)

Applicando la regola di De L’Hospital:

1

1
1fr—4darctanz <_4) " 1422

In (147 —4arctanz) g

li —1li
ol sin (1 — x) el cos (1 — x)
1
=4 | lim - lim
e—11+7m—4arctanz ) «—1 (1+ 22)cos (1 — x)

1

—4.1-2=9
2

Esercizio 4

Determinare le singolarita della funzione:

el —1
Flay =
koksk

Soluzione
La funzione ¢ definita in X =R — {0}.
Determiniamo il limite sinistro e destro in zy = 0:

1—e_°°_1—0

et>*—1 oo 1—e /e
I i Ty
:ULI%]%F f («T) cci%lJf et +1 o0
-1 0-1
lim f(x)= lim ‘ = =-1
z—0~ rz—0t+ 7 4+ 1 0+1

a:E(I)l+1—|—e—1/x - 1+ete 1—|—0:

1

Si conclude che xy € un punto di discontinuita di prima specie della funzione f (x).

Esercizio 5

Studiare il comportamento per x — 0 della funzione:

f(x)= Sinl

T

)k

(19)

(20)

(21)



1
X - 0"
Il Il X
1 1
T2 2
X -0
Soluzione
La funzione ¢ definita in X = R — {0}, ed ¢ manifestamente dispari: f (—%) = —f (%)
Inoltre ¢ limitata su tutto R: }sin%’ <1.
Gli zeri sono:
1 1 1 1 1
=0« -—=kr<—zx=—,—, —, ..., — kel
/(@) x m R e <
Inoltre:
1 2 1 1 2
=1l — = — 2k e—>S>pr=— — — .. — k 7
f(2) x 2jL T v 7 b 9w+ 4k’ con k€
1 3 2 2 2 2
=0« —=- 2kt <— xr = —, — keZ
f(2) x 271’+ T v 30" 7’ 117’ 3n + dkn’ con k€

. . . o L /I 2 " o__ 2 . . .
Osserviamo che i punti @y, = —, 7}, = Tk = 351 St addensano intorno a x = 0 (al

crescere indefinito di k), per cui in ogni intorno di = = 0, la funzione assume i valori 0, —1, 1.
Pertanto non puo essere verificata la definizione di limite, che in questo caso é:

Ve>0,36.>0]|0<|z| <. = |f(x) =] <e (22)

In altri termini, 7 tale che lo scarto |f (z) — I| pud essere reso arbitrariamente piccolo. Si
conclude che la funzione (21) non & regolare in x = 0. Per quanto riguarda il diagramma
cartesiano, osserviamo che in ogni intorno di x = 0, la funzione compie infinite oscillazioni,
per cui non e possibile completare il grafico intorno a x = 0, come mostrato in fig.1 .
Osserviamo infine che all’infinito la funzione ¢ infinitesima, avendosi:



Figure 1: Grafico di f (z) = sin 2

. 1 . .

lim sin— = lim sint =07
T—+00 xT t—0+

. 1 ) ) _

lim sin— = lim sint =0
T——00 T t—0-

Esercizio 6

Studiare il comportamento per x — 0 della funzione:

f(x)= :Esiné (23)

KKk

Soluzione
La funzione ¢ definita in X = R — {0}, ed & manifestamente pari: f (—%) =f (i) Inoltre :

Vo e X,

1
xsin—‘ < |z| (24)
T

Dalla (24) applicando la definizione di limite:

1
lim z sin — = 0, (25)

x—0 €x

per cui la funzione e convergente in x = 0. Sempre per la (24) si ha che il diagramma
cartesiano e contenuto nella regione del piano zy:

R={(r,y) eR| -0 <z <400, —x<y<uz}

Il diagramma cartesiano interseca infinite volte le rette y = x e y = —x. Infatti:



2

g = — Z
f(z) =2 x} 77(1—|—4k)’w£€
2
- _ =— _VkeZ
J@) =z = m = mm s Yk e
Gli zeri sono:
1 1 1 1
= — =k = —, —, —, ..., —
f(z) O<:>$ T =1 5 B o con k €7

Come nel caso di sin%

x = 0, con la differenza che le oscillazioni si smorzano per x — 0.
Il diagramma e riportato in fig.2 .

1
T

Figure 2: Diagramma cartesiano di f () = xsin

Osserviamo infine che all’infinito la funzione converge a 1, avendosi:

. . sint B

lim zsin— = lim — =1
z—+00 T t—0t ¢

. . . sint B

lim zsin— = lim — =1
T——00 x t—0— ¢

Esercizio 7

Calcolare il limite:

anche qui la funzione compie infinite oscillazioni intorno al punto

(26)



Soluzione
Il rapporto si presenta nella forma indeterminata %:
T—1+In(1- 0
im € +1In(1—2) _0
2—0 tanx — x 0
per cui possiamo applicare la regola di De L’Hospital:

T —14+1In(1— e’ + —
lime +1n x)glim 5 1-z
z—0 tanx — x =0 —— — 1

2z e (1—x)—1
T e Gt =0- 0
=0 |1 —2x 1 —cos?z
1 T(1 — -1
z—0]1 —x 2—0 tan® x

Calcoliamo a parte il secondo limite:

e’ (1—x)—e"

z—0 2tanzx -

cos? x

1 . xe® 9 1
— lim cos“x | = —
2z—0 \tanzx 2

e —1+1In(l—x) 1

Dall’equazione precedente si ricava:

lim =——
2—0 tanz — x 2
Esercizio 8
Calcolare il limite:
I e —1+4+In(l—2x)
i
z—0 tanx — x

sokk

Soluzione
Il rapporto si presenta nella forma indeterminata %:
T—1+In(1-— 0
i © +In(1-—2) _0
z—0 tanz — 0
per cui possiamo applicare la regola di De L’Hospital:

e —1+m(l—x) g, € +i3

. . 11—z
lim = _—
z—0 tanr — =0 —— — 1
COos“ T
cot?z e (1—x)—1
=0 |1 —ux 1 —cos?z
e’(l—xz)—1
= lim - lim (—2)
z—0]1 —x 2—0 tan® x



Calcoliamo a parte il secondo limite:

g €A —2) =1

o, € (1—x)—e®
5 = lim
z—0 tan® x

0
0 -0 2tanx -

cos?

1 I xe’ 9 1
= ——lim cos“r | = —=
2z—0 \tanzx 2

Dall’equazione precedente si ricava:

lim € —1+In(l—=x) _ 1

z—0 tanz — 2
Esercizio 9
Calcolare il limite:
I In (14 2¢%)
im ———
N
Kok ok

Soluzione
Il rapporto si presenta nella forma indeterminata =:
oo

oy (L +2e%) g e
T—+00 m rHeo lix2
1+ x—12 1
=2 lim +——=2.-1-—-=1
z—+o0 7% 4 2 2

Esercizio 10

Calcolare il limite:

lim arcsinz - Inxz
z—0t

KKk

Soluzione
Il prodotto si presenta nella forma indeterminata 0 - oo:

lim arcsinz -lnxz =0-00
z—01

(36)



Per applicare la regola di De L’Hospital dobbiamo ricondurre la forma indeterminata 0 - oo

a una delle due forme 8, =, Ad esempio:

. ) i Inz 00
lim arcsinz-Inz = lim ———7 = —
20+ z—0* (arcsin ) 00
i 1
= lim — (37)
@—0% — (arcsin z) NiE

= — lim (\/ 1 2 XM esin x) (38)

z—0t T

= —1-0-1=0 (39)

Esercizio 11

Calcolare il limite:

(5 o)
lim [ — —cotx
x—0 \ 1

Kokok

Soluzione
La differenza si presenta nella forma indeterminata oo — oo:

1
lim (— —cotx) =00— 00
z—0 \ &
Tale forma indeterminata puo essere rimossa applicando la regola di De L’Hospital, dopo
aver ricondotto la forma oo — oo alla %:

1 1
lim (— — cot x) = lim (— — C?SI) = (40)
z—0 \ T z—0 \ T smx

SinT — £ CosSx

0
z—0 rsinx 0
H .. rsinx
=lim ———
z—0 SN T + T CoST
sinx
im-—
—0 2L 4 cosx
T
0
= —-—— 0

1+1

Esercizio 12

Calcolare il limite:
. In|tanz|
lm ——



XKk

Soluzione
La differenza si presenta nella forma indeterminata 2:

. In|tanz| 00
lim ———— = —
e—z- In|m—22] o0

per cui possiamo applicare la regola di De L’Hospital:

. In|tanz|
lim ————
e—z- In|m — 22|

. Intanz
= lim ————
e—z- In(m — 27)
11
lim tanz cos?x
_ —2
m—>g T—2x
. 20— 0
= lim = —
0

z—I~ SIn2x

I

Eseguiamo il cambio di variabile ¢t = 2z — 7 = sin2z = sin (t + 7) = —sint

. 2v — 1 .
lim — =—lim— = -1
eI~ Sin 2z t—0 sin ¢

Si conclude che:

. In [tan z|
lim =

B ekl B |
e—z- In|m — 21|

Esarcizio 13

Calcolare il limite:

1
lim (— — cot? x)
x—0 [L’Z

Kokk

Soluzione
La differenza si presenta nella forma indeterminata oo — oo:

(1 )
lim — —cot"x | =00 — o0,
z—0 \ &

Per poter applicare la regola di De L’Hospital, riconduciamo la forma oo — oo alla forma

0

0



1
lim (— — cot? x)
x—0 :L‘Q

" 1—2%cot’z 0
=lim———— = —
z—0 2 0
—2z cot?x + 2z cot - —5

H 1 Sin” T
= lim

x—0 QZU

! T COST — SN & cosT
= lim

z—0 sm3 X

1 .

_ (i . T —5sin2r
= (limcosz ) - lim ——
z—0 z—0 sin” x
- %sin 2x

= lim —
z—0 sin” x

H .. 1 —cos2z

=1

=lm ————
z—0 3sin” x cosx

41—00322: 2

. 21)2

= lim —20 =2

z—0 3% CcoS T
X

Si conclude che:

1 2
lim (—2 — cot? x> = —
x—0 \ 3
Esercizio 14

Calcolare il limite:
) 1 2
Im|( —" — —
=0\ 1—cosz a2

KKk

Soluzione
La differenza si presenta nella forma indeterminata oo — oo:

I 1 2
im|(—— — | =00 —
a—0 \ 1 —cosx  x2 ’

Per poter applicare la regola di De L’Hospital, riconduciamo la forma co — oo alla forma g:

10



) 1 2
lim | —— — —
=0\ 1—cosx a2

2 —2+2cosx 0

= lim 5 = —
z—0 22 (1 — cosx) 0
H ... T —sinx 0
= 2lim o = —
z—0 2x — 2x CcosSx + x?sinx 0
H .. 1 —cosxz
= 2lim - 5
t—02 — 2cosz + 4xsinx + x? cosx
l1—cosx
. 2
= 2 hm 1—cosx xsinm
z—0 2:1:—2 =+ 47 + COS T
1
= 1
—92. 2 _ -

Si conclude che:

Esercizio 15
Calcolare il limite:
lim |z]|™"
z—0
*okk
Soluzione
Qui abbiamo la forma indeterminata 0°:
lim |z|*"* = 0°,
x—0
Scriviamo:
lim |x|sinz — lim eln|z\sm” _ 6limzﬁo In|z|5in ®
z—0 z—0
Quindi calcoliamo a parte il limite:
lim In |z[™" = lim sin z In |z|
z—0 z—0

Distinguiamo i casi: x — 07, x — 0:

sin x

lim In|z|™" = lim sinzlnz =0- 000
z—0T z—0+
o Inzx
= lim —
z—0t —
sSinax
H . sin?z 1
= — lim
z—0+ T COoSZ
=0

11



Quindi:

Per x — 0~

Quindi:

Dalle (41)-(42) segue:

Esercizio 16

Calcolare il limite:

Soluzione

lim 2 =0 =17 (41)
z—0
lim In|z[*™* = lim sinzIn(—2z) = 0- oo
z—0~ z—0~
_ In(—2)
z—0 .1
s x
H sinz 1
= — lim
e—0t \ X cosx
=0F
lim o™ =" =17 (42)
lim |z™" =1
z—0
e
lim —

Qui abbiamo la forma indeterminata 22:

Eseguiamo il cambio di variabile y = e*, per cui:

Alternativamente:

e®

. (&
lim — =
r—4o00 et

ey
lim — = +o00
y——+oo Y

e®

. e
lim — =

m — lim (eez’l) =et™ =400
T—>1T00

T— 00

12



Esercizio 17

Calcolare il limite:

In (1+%)

lim
z—+oo T — 2arctan x

XKk

Soluzione
Qui abbiamo la forma indeterminata g:
In (14 1) 0

lim ,
z—+oo T — 2arctan x 0

Applichiamo la regola di De L’Hospital:

In (1+1 o= (—=
im ( x) E lim 14+ ( 5 xQ)
z—+oo T — 2arctanxy  z—+oo o
1 . 1+ 22 1
2

- §xir300 x (1 + :U2)

Esercizio 18
Calcolare il limite:
i sin (ax) — ax
70 sin (bz) — bz

Kk

Soluzione
Qui abbiamo la forma indeterminata %:
sin (

lim ar) —ax 0
2—0 sin (br) — bz 0’

Applichiamo la regola di De L’Hospital:

i S0 (azx) — ax H . 0C0S (ax) —a
z—0 bcos (br) — b

z—0 sin (bx) — bx
0 g, a’sin(ax) ad . % a3
=< =lm ————7"—" = -= lim — =
O x—0 62 Sin (bx) b3 2—0 slrz(bx) b3
Quindi:
a3

. sin(ax) — ax
lim —————— = —
z—0 sin (bx) —bx b3

13



Esercizio 19

Calcolare il limite:
. xln(l+x)
lim ———=

z—0 1 — coszx

koK
Soluzione
Qui abbiamo la forma indeterminata %:
In (1 0
li 221 +2) _ 0
z—0 1 —cosz 0

Dividiamo numeratore e denominatore per x>

In(1
. orln(l4+x) w
llm—:hml
z—0 1 — coszx z—0 28T
x

Calcoliamo separamente i due limiti:

In(1 1
lim n +x)glim =1
x—0 x z—0 1 +x
. 1—coszx 1
lim = —
x—0 372 2
donde:
In(1
lim 222
z—0 1 —coszx
Esercizio 20

Calcolare il limite:

% — arctanzx

=1 /1 — 2
*okok
Soluzione
Qui abbiamo la forma indeterminata %:

.3 —arctanz 0
lim *———— = —,
=1 /1 — 22 0

Applichiamo la regola di De L’Hospital:

14



T _

1 arctan x H .

= =lim
z—1 V 1 - :CQ z—l 1—22

) (\/ 1 — a2 1 ) 0
= 11 —

_1
1422

T 1 + 22
Quindi:

.4 —arctanw
lim4d— =0

a1 1 — 22

15





