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2 Curve e integrali curvilinei: esercizi svolti

1 Esercizi sulle curve parametriche
Gli esercizi contrassegnati con il simbolo * presentano un grado di difficolta maggiore.

1.1 Esercizi sulla parametrizzazione delle curve

Esercizio 1. Stabilire se le seguenti curve parametriche sono regolari:

a) y(t) = (%), te [-11] [No]

b) y(t) = (sint, 7 —t), te [-1,1] [Si]

) y(t) = (log (1 +1),t —t%,e), te [2,3]. [S1]
Svolgimento

a) La curva v : [~1,1] — R? ~(t) = (2,#%), & derivabile con derivata continua

v'(t) = (2t,3t%). Poiche +/(t) = (0,0) per t = 0 interno all’intervallo [—1, 1], si ha

che v non e regolare. E invece regolare a tratti.

b) La curva v : [—1,1] — R? ~(t) = (sint,m — t), & derivabile con derivata continua

v/ (t) = (cost, —1). Poiche +'(t) # (0,0) per ogni ¢t € (—1,1), si ha che ~ & regolare.

¢) La curva v : [2,3] — R?, ~(t) = (log (1 +1t),t —t%,et), & derivabile con derivata
continua 7/ (t) = (+=,1 — 2t,et). Poiche 7/(t) # (0,0,0) per ogni t € (2,3), si ha
T+

che v & regolare.

Esercizio 2. Scrivere le equazioni parametriche delle rette del piano che verificano le

seguenti condizioni:

a) retta passante per P(4,2) e parallela al vettore u= (—1,1)

r=4—t
H teR]
y:2+ta

b) retta passante per P(—3,—5) e parallela all’asse delle ascisse



Esercizi sulla parametrizzazione delle curve 3

¢) retta passante per P(0,—2) e parallela all’asse delle ordinate

x=0
H teR]
y:t_2>

r=3-—1
H teR]
y=1+41,

d) retta passante per Pi(3,1) e P5(2,2)

Svolgimento

a) La retta passante per P(xp,yp) parallela al vettore u= (us,u,) ha equazioni

parametriche

r=xp+tu,
t e R.

=yp+ tuya
Quindi per P(4,2) e u= (—1,1) si ha

r=4—1
tcR.
y=2+1,

b) Una retta parallela all’asse delle ascisse ¢ parallela al vettore u= (1,0). La retta

passante per P(zp,yp) parallela al vettore u= (u,,u,) ha equazioni parametriche

T =xp + tuy
teR.

Yy=1yp + t'LLya
Quindi per P(—3,—5) e u= (1,0) si ha

r=t—3
teR.
y:_57

¢) Una retta parallela all’asse delle ordinate ¢ parallela al vettore u= (0, 1). La retta

passante per P(zp,yp) parallela al vettore u= (u,,u,) ha equazioni parametriche

T =xp + tuy
teR.

Yy=1yp +t’LLy7

Quindi per P(0,—-2) e u= (0,1) si ha
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d) Una retta passante per i punti P = (x1,y1) e P, = (x2,y2) & parallela al vettore
u= (zg —1,y2 —y1). Quindi per P;(3,1) e P5(2,2) si ottiene u= (—1,1). La retta

passante per P(zp,yp) parallela al vettore u= (u,,u,) ha equazioni parametriche

T =xp + tuy
teR.

Yy =yp +tuy,
Quindi preso P = P;(3,1) e u= (—1,1) si ha

r=3—1t
tcR.
y=1+¢,

Esercizio 3. Scrivere delle equazioni parametriche della circonferenza del piano avente

x =24 3cost
centro nel punto C(2,—1) e raggio r = 3. t € 0,27
y=—1+3sint,

Svolgimento

La circonferenza di centro C(x¢, yc) e raggio r ha, per esempio, equazioni parametriche

r=xc +rcost
t € [0,2m].
Yy =yc + rsint,
Quindi per C(2,—1) e r =3 si ha
=2+ 3cost
t € [0,2n7].
y=—143sint,

Esercizio 4. Scrivere le equazioni parametriche delle rette dello spazio che verificano le

seguenti condizioni:

a) retta passante per P(—1,2,0) e parallela al vettore u= (1,3, —1)

y=2+3t, teR

b) retta passante per P(1,3,—2) e parallela all’asse z

y =3, teR
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¢) retta passante per P(4,0,0) e parallela all’asse y

r=41 i
y=t, tcR
z =V, J
d) retta passante per Pi(3,3,3) e Po(—2,0,—7)
rx=3-—>5t i
y=3—3t, teR
2 =3—10t, ]

Svolgimento

a) Laretta passante per P(xp,yp, zp) parallela al vettore u= (u,,u,, u;) ha equazioni

parametriche
r=xp + tu,

y=yp+tu, telR
z = zp + tu,,
Quindi per P(—1,2,0) e u= (1,3,—1) si ha
r=t—1
y=2+3t teckR.

z = —t,

b) Una retta parallela all’asse z ¢ parallela al vettore u= (0,0, 1). La retta passante
per P(xp,yp,zp) parallela al vettore u= (ug,uy, u,) ha equazioni parametriche
r=xp + tu,
y=yp+tuy,, tek
z = zp + tuy,

Quindi per P(1,3,—2) e u= (0,0, 1) si ha

r=1
y =3, t e R.
z=1—2,

¢) Una retta parallela all’asse y ¢ parallela al vettore u= (0, 1,0). La retta passante
per P(zp,yp, zp) parallela al vettore u= (ug, uy, u;) ha equazioni parametriche
T =1xp + tuy
y=yp+tuy,, tekR

z = zp + tug,
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Quindi per P(4,0,0) e u= (0,1,0) si ha

r=4
y=t, tekR.
z =0,

d) Una retta passante per i punti Py = (x1,y1,21) € Po» = (x2,¥2,22) € parallela al
vettore u= (r2 — x1,y2 — y1,22 — 21). Quindi per P;(3,3,3) e Po(—2,0,—7) si
ottiene u= (-5, —3,—10). La retta passante per P(xp,yp, zp) parallela al vettore
u= (ug, uy, u,) ha equazioni parametriche

T =xp + tug
y=1yp+tuy, tek
z = zp + tug,

Quindi per P = P;(3,3,3) e u= (—5,—3,—10) si ha

r=3-—>5t
y =3 — 3t, t e R.
z =3 — 10t,

Esercizio 5. Scrivere una parametrizzazione dei segmenti aventi per estremi le seguenti

coppie di punti:

a) A(1,1) e B(2,3) [v(t)=(t+1,2t+1), te [0,1]]

b) A(—1,1) e B(2,-3) [y(t) =Bt —1,1—4t), te [0,1]]

c) A(0,1) e B(1,0) [v(t)=(t,1—1¢t), te [0,1]]

d) A(—1,-1) e B(2,3) [y(t) =3t —1,4t—1), te [0,1]]
Svolgimento

a) Una parametrizzazione del segmento di estremi A(z 4,y4) e B(zp,yg) €7 :[0,1] —

R? definita da
y(t) = (LUA +txp —xa),ya+t(yp — Z/A))-

Quindi per A(1,1) e B(2,3) si hay:[0,1] — R? definita da

y(t) = (t+1,2t + 1),
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b) Una parametrizzazione del segmento di estremi A(x4,y4) € B(xp,yp) ¢~ :[0,1] —
R? definita da

v(t) = (fEA +t(rp —wa),ya +t(ys — yA))-

Quindi per A(—1,1) e B(2,-3) si ha v : [0,1] — R? definita da
y(t) = (3t —1,1 — 4t).

¢) Una parametrizzazione del segmento di estremi A(x4,y4) e B(zp,yg) €7 :[0,1] —

R? definita da

v(t) = (SUA +t(rp —wa),ya +t(yp — yA))-

Quindi per A(0,1) e B(1,0) si ha v : [0,1] — R? definita da
At) = (81— 1),

d) Una parametrizzazione del segmento di estremi A(x4,y4) e B(zp,yg) €7 :[0,1] —
R? definita da

v(t) = (:BA +t(zp —wa),ya +t(yp — yA))-

Quindi per A(—1,—1) e B(2,3) si ha 7 : [0,1] — R? definita da

V(1) = (3t — 1,4t — 1).

Esercizio 6. Scrivere una parametrizzazione dei segmenti aventi per estremi le seguenti

coppie di punti:

a) A(1,1,1) e B(2,3,—1) () = (t+1,2t+1,1—2¢t), te [0,1]
b) A(-1,1,—1) e B(1,2,-3) Y(t) = (2t — 1,14+ t,—1—2t), te [0,1]
¢) A(0,1,0) e B(1,0,1) Y(t) = (t,1—t,t), te [0,1]
d) A(=1,-1,0) e B(2,3,0) [y(t) = (3t — 1,4t — 1,0), te€ [0,1]]

Svolgimento
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a) Una parametrizzazione del segmento di estremi A(xa,ya,24) € B(xp,yB,2B) €

v :[0,1] — R? definita da
(1) = (CUA +t(xp —za),ya+tys —ya),za+t(zp - ZA))-
Quindi per A(1,1,1) e B(2,3,—1) si ha v:[0,1] — R? definita da

y(t) = (t+ 1,2t +1,1 - 2¢).

b) Una parametrizzazione del segmento di estremi A(xa,ya,24) € B(xp,yp,2B) €
~:10,1] — R? definita da

v(t) = (xA +t(xp —xa),ya +t(yp —ya),za +t(zB — ZA))-
Quindi per A(—1,1,—1) e B(1,2,—3) si ha v : [0,1] — R? definita da

y(t) = (2t —1,1+t,—1—2t).

¢) Una parametrizzazione del segmento di estremi A(x4,y4,24) € B(zp,yB,2B) €

~v:[0,1] — R? definita da
V(t) = (xA +t(zp —xa),ya + t(ys —ya),za + t(zp — ZA))-
Quindi per A(0,1,0) e B(1,0,1) si ha v : [0,1] — R? definita da

y(t) = (t,1—t,1).

d) Una parametrizzazione del segmento di estremi A(xa,ya,24) ¢ B(xp,yB,28) €

~v:[0,1] — R? definita da
v(t) = (fA +t(zp —xa),ya +Uys —ya),za +U(zp — ZA))-
Quindi per A(—1,-1,0) e B(2,3,0) si ha v : [0,1] — R® definita da

y(t) = (3t — 1,4t — 1,0).

Esercizio 7. Scrivere una parametrizzazione degli archi di circonferenza del piano di
centro O(0,0) e raggio r = 1, verificanti le seguenti condizioni, percorsi sia in senso

orario che antiorario:
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arco del I quadrante di estremi A(0,1) e B(1,0
[ orario: ~(t) = (sint,cost), te [0,7/2],

)
(

antiorario: (t) = (cost,sint), t € [0,7/2]
(

arco del 11 quadrante di estremi A(—1,0) e B(0,—1)

orario: 7(t) = (—sint,—cost), te€ [0,7/2], ]
antiorario: (t) = (—cost,—sint), te€ [0,7/2] |
arco del I e II quadrante di estremi A(—1,0) e B(1,0)

orario: (t) = (—cost,sint), t¢€ [0,7],
[ antiorario: (t) = (cost,sint), t e [0,7]
arco del I, II e IV quadrante di estremi A(0,—1) e B(—1,0)
orario: (t) = (—cost,sint), t¢€ [O,

N

A,
" |

[[SY]

antiorario: ~(t) = (sint, —cost), t¢€ [0,

)

Svolgimento

Una parametrizzazione della circonferenza di centro O = (0,0) e raggio » = 1 che
induca su di essa un verso di percorrenza antiorario a partire dal punto (1,0) &
1 :[0,21] — R? definita da

n(t) = (cost,sint),

mentre una parametrizzazione che induca su di essa un verso di percorrenza orario

a partire dal punto (1,0) & 6 : [0, 27] — R? definita da

0(t) = (cost,—sint).

Osserviamo che 7 (5) = (0,1) = A. Quindi una parametrizzazione dell’arco del I
quadrante di estremi A(0,1) e B(1,0) percorso in senso antiorario &y : [0, §] — R?

definita da

v(t) = n|[07g](t) = (cost,sint).
Osserviamo inoltre che § (%77) = (0,1) = A e d(2r) = (1,0) = B. Quindi una
parametrizzazione dell’arco del I quadrante di estremi A(0,1) e B(1,0) percorso

in senso orario e 5‘[ [%w,%r} — R% Postor =t — 27r si ha che se

7r27r] :
te [%ﬂ, 271'}, allora 7 € [0, %] e

o(t)=29 <37r+7) = (cos (§7T+T>,—sin <§7r—|—7)> = (sinT,cosT).
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y
B(1.0) x
Fig. 1: L’arco del I quadrante di estremi A(0,1) e B(1,0) (in rosso).

Quindi un’altra parametrizzazione dell’arco del I quadrante di estremi A(0,1) e

B(1,0) percorso in senso orario ¢ ¢ : [0, 5] — R? definita da

©(7) = (sinT,cosT).

b) Una parametrizzazione della circonferenza di centro O = (0,0) e raggio r = 1 che

induca su di essa un verso di percorrenza antiorario a partire dal punto (1,0) &
1 :[0,27] — R? definita da
n(t) = (cost,sint),

mentre una parametrizzazione che induca su di essa un verso di percorrenza orario

a partire dal punto (1,0) & § : [0,27] — R? definita da

§(t) = (cost, —sint).

Osserviamo che n(r) = (-1,0) = A e 77(%7‘(‘) = (0,—1) = B. Quindi una
parametrizzazione dell’arco del I11 quadrante di estremi A(—1,0) e B(0, —1) per-

. . N 2 .
corso in senso antiorario e Ul : [71', %77} — R*. Posto 7 = t — m, si ha che se

W,%T(]

te {W, %W}, allora 7 € [0, %] e
n(t) =n(m+7) = (cos(m+ 7),sin (7 + 7)) = (—cosT, —sin ).

Quindi un’altra parametrizzazione dell’arco del 111 quadrante di estremi A(—1,0)

e B(0,—1) percorso in senso antiorario & : [0, %] — R? definita da

¥(1) = (= cosT,—sinT).
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Fig. 2: L’arco del I11 quadrante di estremi A(—1,0) e B(0,—1) (in rosso).

Osserviamo inoltre che § (5) = (0,—1) = B e 6(m) = (—1,0) = A. Quindi una
parametrizzazione dell’arco del 111 quadrante di estremi A(—1,0) e B(0, —1) per-

7| — R PostoT =t—7%,sihacheset € [F,m],

. PR T
COI'SO 111 Senso orario e (5‘ [%J"] : [57

allora 7 € [0, %] e

i(t)y=20 (;T +T> = (cos (g +T>,—sin (;T +7’)> = (—sin7, —cosT).

Quindi un’altra parametrizzazione dell’arco del 111 quadrante di estremi A(—1,0)

e B(0,—1) percorso in senso orario ¢ ¢ : [0, 5] — R? definita da

o(1) = (—sinT, — cos 7).

Una parametrizzazione della circonferenza di centro O = (0,0) e raggio » = 1 che
induca su di essa un verso di percorrenza antiorario a partire dal punto (1,0) &
n : [0,27] — R? definita da

n(t) = (cost,sint),

mentre una parametrizzazione che induca su di essa un verso di percorrenza orario

a partire dal punto (1,0) ¢ 0 : [0, 27] — R? definita da

0(t) = (cost, —sint).

Osserviamo che n(m) = (—1,0) = A. Quindi una parametrizzazione dell’arco

del I e II quadrante di estremi A(—1,0) e B(1,0) percorso in senso antiorario &
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0(0,0)

Fig. 3: L’arco del I e I quadrante di estremi A(—1,0) e B(1,0) (in rosso).

~: [0, 7] — R? definita da

Y(t) = njjo,x)(t) = (cost,sint).

Osserviamo inoltre che §(7) = (—=1,0) = A e §(2r) = (1,0) = B. Quindi una
parametrizzazione dell’arco del I e II quadrante di estremi A(—1,0) e B(1,0)
percorso in senso orario € 6| oq : [T, 27 — R2. Posto 7 = t — , si ha che se

t € [m, 27|, allora 7 € [0, 7] e
0(t) =0(m+71) = (cos(m+7),—sin(m+ 7)) = (—cosT,sinT).

Quindi un’altra parametrizzazione dell’arco del I e 1] quadrante di estremi A(—1,0)

e B(1,0) percorso in senso orario & ¢ : [0, 7] — R? definita da

o(1) = (—cosT,sinT).

Una parametrizzazione della circonferenza di centro O = (0,0) e raggio r = 1 che
induca su di essa un verso di percorrenza antiorario a partire dal punto (—1,0) &

1 :[0,27] — R? definita da
n(t) = (— cost,—sint),

mentre una parametrizzazione che induca su di essa un verso di percorrenza orario

a partire dal punto (—1,0) & § : [0,27] — R? definita da

d(t) = (—cost,sint).
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Fig. 4: L’arco del I, 11 e IV quadrante di estremi A(0,—1) e B(—1,0) (in rosso).

Osserviamo che § (%7‘(‘) = (0,—1) = A. Quindi una parametrizzazione dell’arco
del I, 11 e IV quadrante di estremi A(0,—1) e B(—1,0) percorso in senso orario &
v {0, %71} — R? definita da

y(t) = (5|[0%7r] (t) = (— cost,sint).

Osserviamo inoltre che 7 (%) = (0,—1) = A e n(2r) = (-1,0) = B. Quindi
una parametrizzazione dell’arco del I, IT e IV quadrante di estremi A(0,—1) e
ik [5,27] — R%. Posto T =t — T, si

B(—1,0) percorso in senso antiorario & [z 2
2 b

ha che se ¢ € [5, 2], allora 7 € {0, %ﬂ'} e

n(t) :77<72r—|—7'> = (—cos <g+7>,—sin <72r+7_>> = (sinT, —cosT).

Quindi un’altra parametrizzazione dell’arco del I, II e IV quadrante di estremi

A(0,—1)e B(—1,0) percorso in senso antiorario € ¢ : {O, %ﬂ} — R? definita da

o(1) = (sinT, —cos 7).

Esercizio 8. Scrivere una parametrizzazione degli archi dell’ellisse del piano di equazione
22 | 2 . . : S Co .
%2+ 3z = 1, con a,b > 0, verificanti le seguenti condizioni, percorsi sia in senso orario

che antiorario:
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a) quarto di ellisse del I quadrante

orario: «y(t) = (asint,bcost), te€ [0,7/2],
[ antiorario: 7(t) = (acost,bsint), te€ [0,7/2]
b) quarto di ellisse del 111 quadrante
[ orario: 7y(t) = (—asint, —bcost), te [0,7/2], ]

antiorario: (t) = (—acost,—bsint), te€ [0,7/2]
c¢) semiellisse del I e II quadrante

orario: (t) = (—acost,bsint), te€ [0,7], ]
l antiorario: 7(t) = (acost,bsint), te [0,7]
d) arco del I, I e IV di estremi A(—a,0) e B(0,—b)
orario: y(t) = (—acost,bsint), t¢& {O,

N

"N
ol

[\G][WV]

antiorario: 7(t) = (asint,—bcost), t¢€ {0,

Svolgimento

. : . : . . 22
a) Una parametrizzazione dell’ellisse del piano di equazione o+ %—2 =1,cona,b >0,
che induca su di esso un verso di percorrenza antiorario a partire dal punto (a,0)

&1 :[0,2n] — R? definita da
n(t) = (acost,bsint),

mentre una parametrizzazione che induca su di esso un verso di percorrenza orario

a partire dal punto (a,0) & ¢ : [0,27] — R? definita da

0(t) = (acost,—bsint).

Osserviamo che 7 (g) = (0,b) = B. Quindi una parametrizzazione dell’arco del I
quadrante di estremi A(a,0) e B(0, b) percorso in senso antiorario &~y : [0, 2] — R”
definita da

() = n\[o,g](t) = (acost,bsint).
Osserviamo inoltre che ¢ (%ﬂ') = (0,b) = B e d(2m) = (a,0) = A. Quindi una
parametrizzazione dell’arco del I quadrante di estremi A(a,0) e B(0,b) percorso

in senso orario e (5|[3 5

5m2T

| [%7[',271’} — R% Posto 7 = t — 3, si ha che se

te [%W, 27r}, allora 7 € [0, %] e

it)y=29¢ (27r+7) = <acos (gw—i— T),—bsin (gw—l—T)) = (asinT,bcosT).
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- 0(0,0) A(a,0)

Fig. 5: L’arco del I quadrante di estremi A(a,0) e B(0,b) (in rosso).

Quindi un’altra parametrizzazione dell’arco del I quadrante di estremi A(a,0) e

B(0,b) percorso in senso orario & ¢ : [0, 2] — R* definita da

o(1) = (asinT,bcosT).

. . . . . . 22
Una parametrizzazione dell’ellisse del piano di equazione 7 + :ZT =1,cona,b >0,
che induca su di esso un verso di percorrenza antiorario a partire dal punto (a,0)

&1 [0,2n] — R? definita da
n(t) = (acost,bsint),

mentre una parametrizzazione che induca su di esso un verso di percorrenza orario

a partire dal punto (a,0) & 6 : [0, 27] — R? definita da

d(t) = (acost,—bsint).

Osserviamo che n(w) = (—a,0) = A en (%W) = (0,—b) = B. Quindi una

parametrizzazione dell’arco del 111 quadrante di estremi A(—a,0) e B(0, —b) per-

corso in senso antiorario e M, 2] * [Tr, %ﬂ'} — R% Posto 7 = ¢ — , si ha che se
2

te {77, %77}, allora 7 € [0, %] e

n(t) =n(r +7) = (acos(w+7),—bsin (7 + 7)) = (—acosT,—bsinT).
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<

Fig. 6: L’arco del 111 quadrante di estremi A(—a,0) e B(0,—b) (in rosso).

Quindi un’altra parametrizzazione dell’arco del I1T quadrante di estremi A(—a,0)

e B(0,—b) percorso in senso antiorario & 7 : [0, 5] — R? definita da
(1) = (—acosT,—bsinT).

Osserviamo inoltre che 6 (§) = (0,—b) = B e §(7) = (—a,0) = A. Quindi una
parametrizzazione dell’arco del I71 quadrante di estremi A(—a,0) e B(0, —b) per-

:[2,7] - R Posto T =t—%,sihacheset € [§,7],

corso in senso orario € 5|[ 5

s
5177]

allora 7 € [0,%] e
6(t) =0 <72T +7'> = <GCOS (72r —|—7’>,—bsin (;r —|—T)> = (—asinT, —bcosT).

Quindi un’altra parametrizzazione dell’arco del 111 quadrante di estremi A(—a,0)

e B(0,—b) percorso in senso orario & ¢ : [0, §] — R? definita da
o(1) = (—asinT, —bcosT).
Una parametrizzazione dell’ellisse del piano di equazione z—i + %—; =1, cona,b>0,

che induca su di esso un verso di percorrenza antiorario a partire dal punto (a,0)

&1 [0,2n] — R? definita da
n(t) = (acost,bsint),

mentre una parametrizzazione che induca su di esso un verso di percorrenza orario

a partire dal punto (a,0) ¢ 0 : [0, 27] — R? definita da

0(t) = (acost,—bsint).
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A(-a,0) ‘ 0(0,0) ‘ B(a,0)

Fig. 7: L’arco del I e II quadrante di estremi A(—a,0) e B(a,0) (in rosso).

Osserviamo che n(r) = (—a,0) = A. Quindi una parametrizzazione dell’arco
del I e II quadrante di estremi A(—a,0) e B(a,0) percorso in senso antiorario &

~: [0, 7] — R? definita da

Y(t) = njjo,x)(t) = (acost,bsint).

Osserviamo inoltre che §(r) = (—a,0) = A e §(27) = (a,0) = B. Quindi una
parametrizzazione dell’arco del I e II quadrante di estremi A(—a,0) e B(a,0)
percorso in senso orario € 6| oq : [T, 27 — R2. Posto 7 = t — , si ha che se

t € [m, 27|, allora T € [0, 7] e
d(t) =d0(m+7) = (acos(m+7),—bsin(r +7) = (—acosT,bsinT).

Quindi un’altra parametrizzazione dell’arco del I e IT quadrante di estremi A(—a, 0)

e B(a,0) percorso in senso orario & ¢ : [0, 7] — R? definita da
©(1) = (—acosT,bsinT).

. . . . . . 2 42
Una parametrizzazione dell’ellisse del piano di equazione 7 + %’—2 =1, cona,b >0,

che induca su di essa un verso di percorrenza antiorario a partire dal punto (—a,0)

&1 ¢ [0,27] — R? definita da

n(t) = (—acost,—bsint),
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mentre una parametrizzazione che induca su di essa un verso di percorrenza orario

a partire dal punto (—a,0) & 0 : [0, 27] — R? definita da

0(t) = (—acost,bsint),

Fig. 8: L’arco del I, IT e IV quadrante di estremi A(—a,0) e B(0,—b) (in rosso).

Osserviamo che § (%w) = (0,—b) = B. Quindi una parametrizzazione dell’arco
del I, I e IV quadrante di estremi A(—a,0) e B(0, —b) percorso in senso orario &

v {0, %ﬂ'} — R? definita da
v(t) = 5|[0 3] (t) = (—acost,bsint).
2

Osserviamo inoltre che 7 (%) = (0,—b) = B e n(2r) = (—a,0) = A. Quindi una
parametrizzazione dell’arco del I, IT e IV quadrante di estremi A(—a,0) e B(0, —b)

. . N 2 .
percorso in senso antiorario e Mz 2n] [g, 27| — R*. Posto 7 =t — 3, si ha che se

s
5127

t € [5,2x], allora 7 € [0, %77} e

n(t) =n (;T +T> = <—acos (g +T>,—bsin <72T +T>) = (asinT, —bcosT).

Quindi un’altra parametrizzazione dell’arco del I, I1 e IV quadrante di estremi

A(—a,0)e B(0,—b) percorso in senso antiorario ¢ ¢ : {0, %ﬂ'] — R? definita da

o(1) = (asinT, —bcosT).
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*Esercizio 9. Scrivere una parametrizzazione regolare a tratti della curva del piano
costituita dai lati del triangolo di vertici A(1,0), B(1,1), O(0,0), percorsa in senso

antiorario a partire da A.

(1,1) se0<t<1
Nty =L (2-t,2-1) sel<t<?2
(t—2,0) se2<t<3
Svolgimento
V1 B(1,1)
p
Y2
'y £
o s Ao @

Le parametrizzazioni dei tre lati del triangolo di vertici A(1,0), B(1,1), O(0,0)
percorsi nel verso ABO sono rispettivamente:
AB: v :[0,1] = R% (1) = (L,1),
BO: 74 :[0,1] = R?*  4o(t)=(1—1t1—1),
OA: 743:[0,1] = R? (1) = (£,0).
Quindi una parametrizzazione regolare a tratti della curva del piano costituita dai lati

del triangolo di vertici A(1,0), B(1,1), O(0,0), percorsa in senso antiorario a partire da

A& n:0,3] — R? definita da

7 (%) se0<t<1 (1,%) se0<t<1
Yt) =4 1(t—1) sel<t<2 =< (2—-t,2—-1t) sel<t<2
v3(t—2) se2<t<3 (t—2,0) se2<t<3.

*Esercizio 10. Scrivere una parametrizzazione regolare a tratti della curva dello spazio
costituita dai lati del triangolo di vertici A(1,0,0), B(0,2,0), C(0,0,3), percorsa nel

verso ABC.
(1—1¢,2t,0) se0<t<1

v(t) =14 (0,4 —2t,3t—3) sel<t<2
(t—2,0,9—-3t) se2<t<3
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Svolgimento
Le parametrizzazioni dei tre lati del triangolo di vertici A(1,0,0), B(0,2,0), C(0,0,3)
percorsi nel verso ABC sono rispettivamente:
AB: v :[0,1] = R%  y(t) = (1 —t,2t,0),
BC: ~:[0,1] = R?  ~o(t) = (0,2 — 2t, 3t),
CA: ~3:[0,1] = R®  ~3(t) = (¢,0,3 — 3¢).

Quindi una parametrizzazione regolare a tratti della curva dello spazio costituita dai
lati del triangolo di vertici A(1,0,0), B(0,2,0), C(0,0,3), percorsa nel verso ABC ¢
~v:[0,3] — R? definita da

(%) se0<t<1 (1—1t,2t,0) se0<t<1
Yt) =4 1(t—1) sel<t<2 =< (0,4—2t,3t—3) sel<t<2
v3(t—2) se2<t<3 (t—2,0,9-3t) se2<t<3.

1.2 Esercizi sulla lunghezza di una curva
Esercizio 1. Calcolare la lunghezza della curva v(t) = (t —1,1 -2+ %t?’), t e [0,1].

Confrontare tale lunghezza con quella del segmento di estremi A = ~(0) e B = (1)

1
i 7]

Svolgimento
La curva v : [0,1] — R? & regolare. Infatti, & derivabile con derivata continua ~/(t) =

(1,—2t,2t2) # (0,0,0), per ogni t € (0,1). Inoltre per ogni t € [0,1] si ha
1Y @) = V1 + 482 + 44 = 2% + 1.
La lunghezza di v e
! ! 2 L' 5
l, = (t dt:/ 2% + 1 dt:[t3 t} =z,
o= [ la= [ (22 e r)ar= 2t ) =

Osserviamo che la lunghezza del segmento di estremi A = v(0) = (—-1,1,2) e B=7(1) =
8\ » AR — V22
(0,0, g) ¢ AB = Y2,
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Esercizio 2. Calcolare la lunghezza della curva v(t) = (¢!, et +1), ¢t € [0, 1]. Confrontare

tale lunghezza con quella del segmento di estremi A = v(0) e B = ~(1).

[V2(e — 1), 4B = V2(e - 1)

Svolgimento
La curva v : [0,1] — R? & regolare. Infatti, & derivabile con derivata continua ~/(t) =

(el,e!) # (0,0), per ogni t € (0,1). Inoltre per ogni ¢ € [0, 1] si ha
Iy ()l = v2¢".
La lunghezza di v e

1 1 1
L = / Iy (1) dt = \/5/ el dt =[], = Vale - 1).
0 0
Osserviamo che la lunghezza del segmento di estremi A = v(0) = (1,2) e B = v(1) =
(e,e+1) & AB = v/2(e — 1). Infatti, il sostegno di y & proprio il segmento AB.

Esercizio 3. Calcolare la lunghezza dei seguenti archi di curva:

a) y(t) = (sint —tcost,tsint + cost), t¢e€ [0, g] [%2
b) v(t) = (cos?t,costsint), te€ [0, uy B
o) y(t) = (t3,t%), te [0,1] [(13)2%—8
d) y(t) = (tlog (1 -#2)), t€ [a,d], ~1<a<b<l [a—b+log}h —log ]

e) 4(t) = (tt7), te [0,4] Ex

Svolgimento

™

a) La curvay:[0,5] — R? definita da y(t) = (sint — t cost, tsint + cost) & regolare.
Infatti, & derivabile con derivata continua +/(t) = (¢sint,tcost) # (0,0), per ogni

t € (0,%). Inoltre per ogni ¢t € [0,%] si ha
I @)l =t.

La lunghezza di ~ ¢

™

s ™ 1 .13 2
I, = /2 14/ (®)]] dt = /2 tdt = [tﬂ =T
0 0 2 0 8

VIR
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b)

™

La curva v : [0,5] — R? definita da ~(t) = (cos?t, costsint) & regolare. Infatti, &
derivabile con derivata continua 7/(t) = (—2costsint, cos’>t — sin®t) # (0,0), per

ogni t € (0,%). Inoltre per ogni ¢t € [0,%] si ha

Iy @&l =1.

3 3
L= [ wld= " a=7
0 0

La curva v : [0,1] — R? definita da y(t) = (t3,1?) & regolare. Infatti, & derivabile

La lunghezza di v e

con derivata continua +/(t) = (3t2,2t) # (0,0), per ogni t € (0,1). Inoltre per ogni
€ [0,1] si ha

17/ (t)]| = VIt* + 412 = t/9t2 4 4.

La lunghezza di v e

ZWZ/OIH’y( £)|| dt = /()tmdt { (9t2+4)3];=(13)3_8.

27

La curva v : [a,b] — R? definita da ~(t) = (t,log (1 — 2)) & regolare. Infatti, &

derivabile con derivata continua /() = (1, —122) # (0,0), per ogni t € (a,b).

Inoltre per ogni t € [a,b], con —1 < a < b < 1, si ha
A2 1+
1-)? 1-t¥

IV @)l = /14
La lunghezza di v e

b1+t2 b 1 1
= dt = dt 1+ —+4+ — | dt =
L /||7 )| / /( +1_t+1+t)

1+ 1 1+a
1—p B

b
= [~t—log(1—t)+log(1+1)] =a—b+log -
. -

e

La curva 7 : [O, 4] — R? definita da y(t) = (t,t ) ¢ regolare a tratti. Infatti,
34
’2

1 %) # (0,0) per ogni t € (O,i).

/N

& derivabile con derivata continua +/(t) =

Inoltre per ogni t € {O, 4] si ha

9
(@) =1+ 5.

La lunghezza di v ¢

3
9 \2 61
= ldt = | " 4/1 tdt 1+t =
h /”’y 4 / " [ <+4>L 216

N
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2 Esercizi sugli integrali curvilinei
Gli esercizi contrassegnati con il simbolo * presentano un grado di difficolta maggiore.

2.1 Esercizi sugli integrali curvilinei di I specie

Esercizio 1. Dopo aver verificato che il sostegno delle curve & contenuto nel dominio

delle funzioni, calcolare i seguenti integrali curvilinei:

a) Ax, ~y(t) = <t,t2), te [0,a],a>0 [1—12 [(14—4@)%—1H

b) L\/l -2, v(t) = (sint,cost), te [0,7] 2]

c) [y x ~(t) = (cost,sint), te€ [0, ;T} 7]

d) [ny, ~(t) = (t, et>, t € [0,1log2] [5

e) /\/x2+y2, v(t) = (2(cost + tsint),2(sint — tcost)), te€ [0,27]
8!

N[y A0=(tisn. te

%(1+10g2)\/1+(1+10g2)2+%10g <1+log2+\/1+ (1+10g2)2)+

—%ﬂ— %log(l +/2)

9) [(@+2), )= (t, 3\2/§t2,t3>, te [0,1] |21 (5637 = 1)]

-]

—

(NI

h) Lﬁ, v(t) = (cost,sint,t2) , te[0,m [112 {(1 + 41?)

Svolgimento
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a)

La funzione f(x,y) = x & definita su dom (f) = R2. Quindi il sostegno di v :

0,a] — R? ~(t) = (t,t?), & evidentemente contenuto in dom (f).

La curva «y & regolare. Infatti, & derivabile con derivata continua +/(t) = (1,2t) #

(0,0) per ogni t € (0,a). Inoltre per ogni ¢t € [0, a] si ha che

Fo@) = £ (€)=t IOl =Vi+4.

[1=[2= [ so@irola- [ oiFama =[5 ()] -

:%[(14—4@%—1].

La funzione f(z,y) = /1 —y? & definita su dom (f) = {(m,y) eR?: |y < 1}.
La curva « : [0, 7] — R? & definita da y(t) = (sint, cost). Posto (z,y) = v(t), si ha
che |y| = |cost| < 1 perognit € [0,7]. Quindi il sostegno di v, Im (y), & contenuto
in dom (f). Si osserva che Im () & l'arco della circonferenza di centro O(0,0) e

raggio 1 del I e IV quadrante avente per estremi i punti A(0,—1) e B(0,1).

La curva v e regolare. Infatti, & derivabile con derivata continua
7' (t) = (cost, —sint) # (0,0) vVt e (0,m).
Inoltre per ogni ¢t € [0, 7] si ha
f(v(t)) = f(sint,cost) = V1 — cos? t = sint, 17 ()] = 1.

Quindi

/f:/\/l— / Ty (0)] dt = / V1 —cos?tdt = / sint dt =
gl v
= {—cost};rzz

La funzione f(z,y) = 1_1?7 ¢ definita su dom (f) = R?. Quindi il sostegno di

v:[0,5] — R?, ~4(t) = (cost,sint), & evidentemente contenuto in dom (f).

La curva « e regolare. Infatti, & derivabile con derivata continua

7' (t) = (—sint,cost) # (0,0) Vt € (O, 72r> )
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™

Inoltre per ogni ¢t € [0, %] si ha
cost
1 +sin?t’

3 cost
dt:/Q Pt
Af /¢+y / FaOIN @l = [ *

posto z = sint, da cui dz = costdt, si ottiene

11 1 7
= ; 1+22 dz-[arctanz}ozz

f(y(t)) = f(cost,sint) = I ()] = 1.

Quindi

d) La funzione f(x,y) = y? ¢ definita su dom (f) = R?. Quindi il sostegno di 7 :
[0,1log 2] — R?, y(t) = (t,€'), & evidentemente contenuto in dom (f).

La curva v e regolare. Infatti, ¢ derivabile con derivata continua

7' (t) = (1,¢") #(0,0)  Vte (0,log2).
Inoltre per ogni t € [0,log2] si ha

Fa) = £ (tef) = W@ = Vit
Quindi

log 2 log 2
[1=[v= " ra@p o= [ Vit -
v v
- 3 3
_ 1 2\ 3] _ 52 —22
O] -

e) La funzione f(x,y) = /22 + y2 & definita su dom (f) = R% Quindi il sostegno
di v : [0,27] — R? ~(t) = (2(cost + tsint),2(sint — tcost)), & evidentemente

contenuto in dom (f).

La curva v e regolare. Infatti, ¢ derivabile con derivata continua
7' (t) = (2t cost, 2tsint) # (0,0) vVt e (0,2m).
Inoltre per ogni ¢ € [0, 27] si ha
f(y(@) = f<2(cost +tsint), 2(sint — t cos t)) =21 +¢2, 17 ()] = 2t.
Quindi
[1= [V = [T raoola= [T ia-

27

_ [;l (1+t2ﬂ0 = % [(1+47r2)g —1].
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f) La funzione f(z,y) = 1 & definita su dom (f) = {(:c,y) eR?: z+# O}. La curva
v : [1,2] — R? & definita da y(t) = (¢,tlogt). Posto (z,y) = ~y(t), si ha che
x =1t # 0 per ognit € [1,2]. Quindi il sostegno di 7, Im(v), & contenuto in
dom (f).

La curva v e regolare. Infatti, & derivabile con derivata continua
7 (t) = (1,1 +1logt) # (0,0) vVt e (1,2).

Inoltre per ogni t € [1,2] si ha

FG) = ftlogt) = 1, @l =1+ (1 +1ogt)”

Quindi

[1=] 3= [ foomolda= [ /i 0ok -

posto z =1+ logt, da cui dz = %dt, si ottiene
1+log 2

= V1+22dz.

1

Calcoliamo separatamente / V14 22dz.

Posto z = sinhu, da cui u = sinh ™! z = log (z +v1+ z2> e dz = coshudu, si ha

che
/mdz :/cosh2udu: %(u—i—sinhucoshu)—i—c:
:%[zm+log(z+\/l—|—7)]+c, ceR.
Quindi
Af— /11+1og2mdz_ % [z\/1+7+10g (z+m)}i+log2 _

1 1
— 5(1+10g2)\/1+(1+10g2)2+§1og <1+10g2—|—\/1—|— (1+log2)2)+
1 1
_5\[_ Qlog (1+\f2).

g) La funzione f(z,y,z) = = + 2 ¢ definita su dom (f) = R*®. Quindi il sostegno di
v:10,1] — R?, ~(t) = (t, %tz,t?’), ¢ evidentemente contenuto in dom (f).

La curva v e regolare. Infatti, & derivabile con derivata continua

7(t) = (1,3V2t,31) # (0,0,0) Vi€ (0,1).
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Inoltre per ogni ¢t € [0, 1] si ha
3\/§ 2 43 3 /
fOy(@) = f (t, — it ) =t+t°, [V () = V14182 4+ 9t
Quindi
1= [@a= [ @@= [ (o+0) iTsErora -
0 0

posto z = 18t2 + 9t*, da cui dz = 36 (t+ t3) dt, si ottiene

1 2
S Y s AL L
36 + zdz 6 [3( +2)

(NI

}27:514(56\ﬁ—1).

h) La funzione f(z,y,z) = /z ¢ definita su dom (f) = {(m,y,z) eR: 2> 0}. La
curva v : [0, 7] — R? & definita da v(t) = (cost,sint, t?). Posto (x,y,z) = y(t), si
ha che z = 2 > 0 per ogni t € [0,7]. Quindi il sostegno di 7, Im (v), & contenuto
in dom (f).

La curva v & regolare. Infatti, & derivabile con derivata continua
7/ (t) = (—sint, cost, 2t) # (0,0,0) vt € (0,7).
Inoltre per ogni t € [0, 7] si ha
FO0) = f (cost,sint, ) =, [/ (8)] = VI+ 422

Quindi

[yf:/\[ /f NI (@) dt = /Otmdt
[112(1+4t)3};r 112[(1+47r)3_1].

Esercizio 2. Calcolare / f nei seguenti casi:
gl

a) f(z,y) =x+vy, v ¢ una parametrizzazione del triangolo di vertici A(1,0), O(0,0),

B(0.1) 1+ v2)

b) f(z,y,2) = 22 +y2, v & una parametrizzazione del segmento di estremi A(1, —1,2)

e B(0,0,0) B
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c) f(z,y) = a:y, ol é una parametrizzazione del quarto di ellisse del I quadrante di

2 2
equazione % + ¥ =1, con a,b > 0 “M‘E(Ziﬁb)]

Svolgimento

a) La funzione f(z,y) = z+y ¢ continua su R?. La curva ~y che parametrizza il bordo
del triangolo di vertici A(1,0), O(0,0), B(0,1) & regolare a tratti. Dette v1, v2, 73

le curve che parametrizzano rispettivamente i lati OA, AB e BO, si ha che

Lf=Alf+L2f+ [ 1

Si ha che: )
71t [07 1] - R ) ’Yl(t) = (t,O),
21 0,1] — R, Yo(t) = (1 —t,1),
3 : [0,1] — R?, y3(t) = (0,1 —t).

Le tre curve 71, 2, 73 sono regolari. Infatti, sono derivabili con derivata continua

i (t) = (1,0), v4(t) = (=1,1), v4(t) = (0, —1). Inoltre per ogni ¢t € [0,1] si ha

fon(t) = f(t,0) =t, @l =1,
fOr@) = f1-tt) =1, @)l = V2,
fOs) = f(0,1=1) =1—1t, @] = 1.

Quindi
fo=f el o]

= [ sen @Ik @lde+ [ ra®)r@de+ [ o) de =
0 0 0
_ [ ﬁ/ldt+/1(1—t)dt—1+\/§
_/0 tdt+ ; ; = .

b) La funzione f(z,y,z) = 22 + y% ¢ continua su R®. Una parametrizzazione del

segmento di estremi A(1,—1,2) e B(0,0,0) & ~ : [0,1] — R? definita da
yt)= (1 -t —1+¢t2—2t).

La curva v & regolare. Infatti, & derivabile con derivata continua~/(t) = (—1,1, —2).

Inoltre per ogni ¢ € [0,1] si ha
@) =f—t-1+t2-20)=20t-1)°  [¥(t) =6
Quindi
/f /f NI (¢ Hdt—2\f/ t—1)2 2\/6{1(15—1)3] :%Jé.
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¢) La funzione f(z,y) = 2y & continua su R?. Una parametrizzazione del quarto di
ellisse del I quadrante di equazione :c2 + ¥ b2 =1, conab>0¢e~:|0, E] _, R?
definita da

~v(t) = (acost,bsint).
La curva v ¢ regolare. Infatti, ¢ derivabile con derivata continua

7' (t) = (—asint,bcost) # (0,0) vt € (0, ;r) )

Inoltre per ogni ¢t € [0, 7] si ha

f(v(t)) = f(acost,bsint) = abcostsint, 1Y @) = \/a2 sin?t + b2 cos? t.

f= /5 T @) dt = ab/§ costsint\/a2 sin?t + b2 cos? t dt =
0 0

Y

—ab/ costs1nt\/b2 )sin?t dt =

posto z = sint, da cui dz = costdt, si ottiene

—ab/ \/62 szz—ab[M(b2+(a2—b2)z2)g};:

ab(a® —b%)  ab(a® + ab + b?)

3(a?2 —b2) 3(a+10)

2.2 Esercizi sugli integrali curvilinei di II specie

Esercizio 1. Calcolare / F'- dP nei seguenti casi:

¥
a) F(z,y) = (2—y,x), v(t) = (t —sint, 1 — cost), t € [0, 2] [—27]
b) F(x,y) = (y* 2?%), v & una parametrizzazione del semiellisse del I e II quadrante
di equazione %5 —|— y—z =1, con a > b > 0, percorso in senso orario [%abﬂ

¢) F(x,y) = (0,z), v & una parametrizzazione del triangolo di vertici O(0,0), A(2,0),

B(1,3) che induce un verso di percorrenza antiorario 3]
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a)

Svolgimento

La funzione F(z,y) = (2 — y,x) & continua su R% La curva v : [0,271] — R?
definita da y(t) = (¢t —sint,1 — cost) & regolare. Infatti, & derivabile con derivata
continua

7' (t) = (1 — cost,sint) # (0,0) vVt € (0,2m).
Inoltre per ogni ¢t € [0, 27] si ha
F(y(t)) - +'(t) = F(t —sint,1 — cost) - (1 — cost,sint) =
= (1 + cost,t —sint) - (1 — cost,sint) =
= (14 cost)(1 —cost) + (t —sint)sint = tsint.
Quindi

27 27
/F- P — F(y(t))~7’(t)dt:/ Esint di =
o 0 0

integrando per parti

ot 27
= [—t CoS t}o +/ costdt = —27.
0

La funzione F(z,y) = (y2, %) & continua su R?. Una parametrizzazione del semiel-
. . . 2 2 .
lisse del T e 11 quadrante di equazione ¥ + lb’—g =1, con a,b > 0, percorso in senso

orario, & 7 : [0,7] — R? definita da
v(t) = (—acost,bsint).
La curva v e regolare. Infatti, ¢ derivabile con derivata continua
7 (t) = (asint,bcost) # (0,0) VYt e (0,7).
Inoltre per ogni t € [0, 7] si ha
F(y(t)) -9 (t) = F(—acost,bsint) - (asint,bcost) =
= (b2 sin?t, a? cos® t) - (asint,bcost) = ab®sin®t + a*bcos® t.
Quindi

/F- apP :/ F(y(t) -+ (t)dt = ab/ (bsin3t+a0053 t) dt.
0 0 0
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Osserviamo che

/ cos®tdt = 0.
0

Infatti,

T3 3 3 T3
/ cos tdt:/ cos tdt+/ cos”tdt =

0 0 z

posto nel secondo integrale 7 = w — t, da cui dr = —dt, si ottiene

. 0 3 LI .
:/ cos tdt—/cos (7T—7')d7':/ cos tdt—/ cos® Tdr = 0.
0 z 0 0

2

In modo del tutto analogo si prova che

m 3
/ sin®tdt =2 / sin® ¢ dt.
0 0

Quindi

/F- dP:ab/ (bsin3t+acos?’t> dt:2ab2/§sin3tdt:
vy 0 0

s jus

bl 1 4
= 2ab> /2 sint (1 — cos? t) dt = 2ab? [— cost + = cos® t] - —ab?.
0 3 0 3

La funzione F(z,y) = (0,z) & continua su R?. La curva + che parametrizza il
bordo del triangolo di vertici O(0,0), A(2,0), B(1, 3) & regolare a tratti. Dette 7,
Y2, 3 le curve che parametrizzano rispettivamente i lati OA, AB e BO, nel verso

OAB, si ha che

/F-dP:/ F-dP+/ F-dP+/ F.dP.
Y Y1 Y2 Y3

Si ha che: )
v :[0,1] = R v (t) = (2t,0),
Y9 : [0,1] — R? Yo(t) = (2 —t,31),
73 :[0,1] — R? v3(t) = (1 —t,3 — 3t).

Le tre curve 1, 72, 3 sono regolari. Infatti, sono derivabili con derivata continua

V() = (2,0), 4(t) = (—1,3), 74(t) = (—1, —3). Inoltre per ogni ¢ € [0,1] si ha
F(n() -7 (1) = F(2£,0) - (2,0) = (0,2¢) - (2,0) =0,
F(pa(t)) - 7(t) = F(2 — £.31) - (~1,3) = (0,2 — ) - (~1,3) = 32— 1),
F(ys(t) -v5#) = F(1 —t,3=3t)- (—=1,-3) = (0,1 —¢) - (=1,-3) = =3(1 — t).

Quindi

/F-dP:/F-dP+/ F'dP—i-/ F.-dP =
v 7 Y2 73
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1 1 1
= [ Fau@) A dt+ [ Faa®)- b0 de+ [ Foa(0) (e de =
0 0 0

1 1

-3 {—;(1 — t)2] =3.

0

—3/01(2_t>dt—3/01<1—t>dt—3H@—tﬂ

0

Esercizio 2. Calcolare / F - dP nei seguenti casi:
¥

B (22,1,4z) B 3 .9
CL) F(x’y’z)_a:2+y—|—2z2+1’ /y(t)_<t’tvt>) te [052] [10g45]

b) F(z,y,2) = (22%y, zz,—x), ~(t) = (1 + cost,sint,—2sin’t), te€ [0,27] [-37]

¢) F(z,y,2) = (y,z,x), ~(t) = (acost,asint,b), te [0,27],a,b>0 [—ma?]

d) F(z,y,2)=(y—2z,2—z,2—y), ~(t)=(acost,asint,bt),te [0,2x], a,b>0

[—2ma(a + b))

Svolgimento

2z,1,4
a) La funzione F(z,y,2) = — 4(_ :c,+,2 22)+ 1 & continua su R®. La curva v : [0,2] —
22+ y+ 22

R? definita da y(t) = (t,t3,1%) & regolare. Infatti, & derivabile con derivata continua

Y(t) = (1,32,2t) £ (0,0,0) Vi€ (0,2).

Inoltre per ogni t € [0,2] si ha

Fy(1) -7/ (1) = F (,25,22) - (1,32, 2t) = o gi;fil = (1,32, 2t) =

8437 4+ 2t
2+ B2+ 1

Quindi
2 2 83432+ 2t
F-dP= | F(~(t -’tdt:/ dt =
/ | ey = [ ot

= [log (2t +#8 + 2 + 1)]2 = log 45.
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b) La funzione F(x,y, z) = (22%y, zz, —z) & continua su R3. La curva y : [0,27] — R3
definita da v(t) = (1 + cost,sint, —2 sin? t) & regolare. Infatti, & derivabile con

derivata continua
7' (t) = (—sint, cost, —4sintcost) # (0,0,0) vt € (0,2m).
Inoltre per ogni t € [0,27] si ha
F(v®) -4 (t)=F (1 + cost,sint, —2sin? t) - (—sint,cost, —4sint cost) =
= (2(1 + cost)?sint, —2(1 + cost)sin?¢, —1 — cos t) -(—sint,cost, —4sintcost) =

= —2¢in?t — 4sin’tcos’t — 6sintcost + 4sint cos® t + 4sint cost.

Quindi

(2.1) /F ap = [ Fy()) A/ () dt =
¥ 0

27
= / (—2 sin®t — 4sin®tcos®t — 6sin®tcost + 4sint cos® t + 4sintcost) dt.
0

Osserviamo che

2 1 2
/ sin?t dt = [(t — sint cos t)} =,
0 2 0
2 1 f2m 171 2T
/0 sin?t cos® t dt = 1 /0 sin? 2t dt = 1 {4(215 — sin 2t cos 2t)} . = 2,
27 1 2w
/ sin®tcostdt = { sin® t] =0,
0 3 0
27 1 27
/ sintcos? tdt = [— cos® t} =0,
0 3 0
27 1 2w
/ sintcostdt = { sin? t] =0.
0 2 0

Sostituendo in (2.1) si ottiene
/F- dP = —3m.
.
¢) La funzione F(z,y,2z) = (y,z z) & continua su R®. La curva v : [0,27] — R?

definita da v(t) = (acost,asint,b), con a,b > 0, & regolare. Infatti, & derivabile

con derivata continua

7' (t) = (—asint,acost,0) # (0,0,0) vVt € (0,2m).
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Inoltre per ogni t € [0,27] si ha

F(y(t)) -9/ (t) = F(acost,asint,b) - (—asint,acost,0) =

2

= (asint,b,acost) - (—asint,acost,0) = —a’sin®t + abcost.

Quindi

2 2
/F - dP = / F(y(@) -+ (t)dt = / (—a2 sin?t + abcost) dt =
Y 0 0

1 9 . 1 ) 2 )
= |—=a“(t —sintcost) + —absint| = —ma”.
2 2 .

Esercizio 3. Determinare per quali valori di @ € R si annulla / F -dP, dove F(z,y) =
v
(222 + y2, azy) e y(t) = (cost,sint), t € [0, 27]. [Va € R]

Svolgimento
La funzione F(z,y) = (22% + y? azy) & continua su R?. La curva ~ : [0,27] — R?

definita da v(t) = (cost,sint) ¢ regolare. Infatti, ¢ derivabile con derivata continua
7' (t) = (—sint,cost) # (0,0) vt € (0,2m).
Inoltre per ogni t € [0, 27] si ha
F(y(t)) -+ (t) = F(cost,sint) - (—sint, cost) =
= (1 + cos?t, acostsint) - (—sint,cost) = —sint + (a — 1) cos tsint.
Quindi

/F- dP:/O%F('y(t))-’y’(i&)dt:/o27r (—sint%—(a—l)cos%sint) dt =

1 2m
= [COSt — ~(a — 1) cos® t] =0.
3 0

Ne segue che / F - dP si annulla per ogni a € R.
gl



