Esercizio 1

Calcolare i seguenti integrali:
1. I(z)= /(x2 — 2z + 3) Inxdx
2. I(x)= /xln (}:L—i) dx
%k

Soluzione

1. Integriamo per parti:

3
I(z)= /lna:d(g—x +3x)
3 3
x——x2—|—3a: lnx—/ x——x2—|—3x @
3 3 T

Poniamo:
d
/(——x —i—3x> v
T
3
1
/(——m+3)dx:%—§a:2+3x+01
Quindi:
3 1
I (x :(% %+ 3z lnx—(%—§x —i—3x)+C’

2
:%(Shlx—1)+%(1—21nx)+3x(1nx—1)+0

2. Integriamo per parti:

Calcoliamo:




per cui:

essendo:

G—D(@+1) o4l 241
(A+B)z+A—B

2?2 —1

Percio:

Esercizio 2

Calcolare i seguenti integrali:

1. I(x)= /h:‘;xdx

2. ](x):/@dx

sokok

Soluzione




1. Integriamo per parti:

T T T
Inz
= 2
2 (@),
essendo:
Inz
—d:z:— In zd
T
———hl.iE———l—Cl
T T
Quindi:
In? 2 2
I(a:):—nx—l———lnx—i-——i-(]
T

i(ln x—|—2lnx—|—2)—|—C

I(z)= /@dx: /ln(lnx)d(lnx)

Poniamo ¢t = In z:

](t):/lntdt:tlnt—/dt:tlnt—t+0

Ripristinando la variabile x

I(z)=Inz[In(lnz)—1]+C,

Esercizio 3

Calcolare i seguenti integrali:

1. 1@):/1%61:5

kkx

Soluzione



1. Integriamo per parti:

T T T
Inz
= — 2
2 (@),
essendo:
Inz
—d:z:— In zd
T
———hl.iE———l—Cl
T T
Quindi:
In? 2 2
I(a:):—nx—i-——lnx—i-——i-(]
T

i(ln x—|—2lnx—|—2)—|—C

I(z)= /@dx: /ln(lnx)d(lnx)

Poniamo ¢t = In z:

](t):/lntdt:tlnt—/dt:tlnt—t+0

Ripristinando la variabile x

I(z)=Inz[In(lnz)—1]+C,

Esercizio 4

Calcolare i seguenti integrali:

1. I(z)= /:U2 arctan 3zdzx

2. I(zx)= / (arcsin z)* da

XKk

Soluzione



1. Integriamo per parti:
3 3

I(z)= /arctan 3xd <%> = % arctan 3z — J (x)?

essendo:

x
18 18-9

1 1
=15 {x2—§ln(1+9x2)} +Cy

In (14 92%) + Cy

Quindi:

I (z) ik tan 3z ! z? 1ln(1+9x2) +C
r) = —-arc —— |z — =
3 18 9

2. Eseguiamo il cambio di variabile:

t = arcsin z,

cosicche:
r =sint, dr = costdt

L’integrale diventa:

I(t)= / t cos tdt

Integrando per parti:
I(t) :/t2d(sint) :t2smt—2/tsintdt

/tsintdt:/td(—cost) = —tcost+/costdt

= —tcost +sint + C}
= I (t) = (t* — 2)sint + 2t cost + C

Ripristinando la variabile x:

I (z) = arcsinz (z arcsinz + 2v'1 — x2> —2x+C



Esercizio 5

Calcolare i seguenti integrali:

1. /w sin x cos xdx
2. /arcsiznmdx
X

Soluzione

XKk

1.

1
I(z)= /xsinxcosxd:v = §/xsin2xda:

1 COS 2%
=[x (‘ 2 )

21 2

1
=12 (sin 2z — 2z cos 2z) + C

2. Integriamo per parti:

1 )
I(z) = /arcsin:cd (__) __aresing
X x

essendo:

J () :/ﬁdx

Eseguiamo la sostituzione trigonometrica:

T =sint,

cosicche:

V1 — 22 = cost, dv = costdt

dt
J(t) = /—t

J(t) =1In

L’integrale diventa:

ed e un integrale noto:

1
_— — COtt’ + C}
sint

1 1 1
= {——x cos2x + Z/COS 2xd (2$)}

+ J (x),



Ripristinando la variabile x:

1—+1—22

X

J(x)=1In + G

l I—v1—-22 14++v1—2? Lo
= In .
T 1++v1— 22 !
T
=In|l———|+C
14+ +v1—a? '
arcsin x T
I(x)=— +1In +C
(=) x 1+ V1 —a?
Esercizio 6
Calcolare i seguenti integrali:
1. I (2) = / eIV g
2. I(z) = /x tan? 2zdx
kK
Soluzione
1. Osserviamo che:
dx

\/1_:—2\/1—:1:—1—0,
—x

per cui:
I(x)= /arcsin Vad (=21 — z)
= —2¢/1 — rarcsin/z + 2 / V1 — zd (arcsin /)

d
= —2v/1 — xarcsin \/z + 2 “@
NS

= —2v/1 —zarcsin vz + 2v/x + C

2. Osserviamo che:

sin® 2z dx 1
tan? 2zdx = dv = — [ dv =S tan2z —x+C
/ an® 2xax /cos22:c x /COS22x / T 5 anzx —r +




per cui:

1
I(x):/xd (§tan2x—x)
1 1
:x<—tan2x—x> —/(—taan—x) dx
2 2

——1 tan 2z — 2——1 tn2d+—2—|—C
=
2:17& r—x 5 an 2xaw 5 1

Calcoliamo a parte:

1
/tan 2xdx = 5 /tan 2xd (2x)
1 / d (cos 2z)

2 sin 2x

1
=3 In |cos 2x| + C}

Sviluppiamo il cos2z:
1

V1 +tan22z’

cos2x =

donde:
1

V1 + tan? 2z

1
In|cos2z| =In = —iln (1 + tan®2x)
Quindi 'integrale e:

2

1
I(z)= gtan2x—%—§/tan2xdx+6’

Esercizio 7

Calcolare i seguenti integrali

sin? x
dx
eI
/ e?* cos 3xdx

)k

Soluzione

I(z)= /sin2 xd (—e™")

= —e “sinx + J (z),



essendo:

J(z) = / =" sin 2zdy = / e"d (—COZ%) 2)

,x 1
= _c cos 21 — —/e‘w cos 2zdx

2 2

I () = / ¢ cos 2adar — / evd <Si“22"”> (3)

1 1
= 56’9” sin 2x + 5‘] (x)

Calcoliamo a parte:

Sostituendo nella (2):

—T —X 1
J(z) =— 5 cos 2x — 64 sin 2x — Z‘](x)
per cui:
J(x) = —65 (2cos 2z +sin2z) + C4
Quindi:
I(z) = —e "sin*z — < (2cos2x +sin2x) + C
e ® o

= (1—c082x)—€ (2 cos2x 4 sin2z) + C

e*il?

= ﬁ(cos2x—2sin2x—5)+6'

kokosk

Anziche procedere per parti, scriviamo:
2x _ 2z 2r
/e cos 3xdxr = Ae*" cos 3x + Be*’ sin 3z (4)
Derivando primo e secondo membro rispetto a x:

d
e* cos 3x = e (Ae* cos 3z 4+ Be* sin 3x) (5)
x

= e** (2A 4 3B) cos 3z + (—3A + 2B) e** sin 3z

La (5) ¢ verificata se e solo se:

2A+3B=1 :>A—£ B—i
—3A+2B=0 137713
Quindi l'integrale é:
/eh cos 3xdx = 3621 cos 3x + 362’5 sin3x + C (6)
13 13



Esercizio 8

Calcolare i seguenti integrali:

1. /635” (2sindx — 5 cosdx) dx
2. /%dw

Soluzione

X%k

1. Anziche integrare per parti, scriviamo:

/63”” (2sin4x — 5cosdx) dr = Ae*® sinda + Be cosdx + C

derivando:
e (2sin 4x — 5 cos 4x)
= e’ (3A — 4B) sindx + ¢* (4A + 3B) cos 4z
3A—4B =2 14 23
*:*{ 1A+38=—5 AT BT 53
Quindi:

3x
/63”” (2sindx — 5cosdr) dr = 62—5 (—14sindx — 23 cos4z) + C

2. Osserviamo che:

sinx sin dx
s—dr = ——e"*—— = [ tanze"™?d (tan x)
cos? cos T cos? x

Poniamo t = tanx
/ smg:c dr = /tetdt = /td (et) = te! — /etdt =tel — '+ C,
cos?

/ ST Jx = etane (tanz — 1) +C

cos® x

cioe:

per cui:

1 1
=z (§tan2x—:1:) —/ <§tan2x—:v> dz

—1tn2 2_ 1 t 2d+$2+0
e — — —_— n —
grtanls — " — o an 2zdz + - 1

10



Calcoliamo a parte:

1
/tan 2xdr = §/tan 2xd (2x)
1 / d (cos 2x)
2 sin 2x
1
= §ln |cos 2z| + C}

Sviluppiamo il cos 2z:
1

V1 + tan? 21

cos 2x =

donde:
1

In ———
V1 + tan? 2z

In|cos2z| =

Quindi 'integrale e:

2

1
I(z)= gtaHQx—%—g/tan2xdx+C’

Esercizio 9

Calcolare i seguenti integrali:

1. /exln(l +e¥)dx

2. /e‘” sin xdx

XKk

Soluzione
1.
:/e In(1+¢€")
:/ln (14¢€®)d(e")
=e"ln(1+e")—J(x),
essendo:

J(x)—/ < dm—/ < d(e")
I T A P

11

= —% In (1 + tan? Zx)



Poniamo t = e*:

t 1
J(t) = —dt:/(l——>dt
t+1 t+1

=t—Inlt+1|
Ripristinando la variabile x:
J(x)=€e"—In(1+¢e")+C

E finalmente:
I(z)=(14€e")In(1+€*)—e"+C

2. Anziché integrare per parti, scriviamo:

/ex sinzdr = Ae®sinz + Be* cosz + C

derivando:
e“sine =€ (A — B)sinx + ¢* (A+ B)coszx
A—-—B=1 1 1
Quindi:
/ew sin zdx = % (sinxz —cosz) + C
Esercizio 10
Dimostrare:
d 1
/.I =In|— —cotz| +C (8)
sin sin
d 1
/ R In +tanz| +C
CcOoS T COS T
Kook
Soluzione

Per il primo integrale, ci serviamo della formula di duplicazione del seno sin 2ac = sin «v cos «,

scrivendo sin z = 2sin % Cos g:

1 sinx +cos’x  1sing  1lcos$

4
2

cosg 2005% 2sinZ

sin x 2sin 5

12



Procedendo per decomposizione:
dz 1 [sin% 1 [cosZ
/, :—/ de%——/, 2 dx
sinz 2 ) cosg 2 ) sing

__/d(cos%) +/d(sin§)
cos;—” sin%

+C

. X
S —

|
+In 5

T
:—ln’cos—
2
= ln‘tang‘ +C

Per ricondurlo alla prima delle (8) ci serviamo delle formule di bisezione:

T 1—cosz 1
tan — = - = — —cotx,
2 sin & sin x
ottenendo:
dx
/ - =In|— —cotzx|+C
sin x sin x

Il secondo puo essere ricondotto al primo scrivendo:

. ™
COSX = SsIn E—x s

/dx _/ dx
cosz J sin (g — a:)

cosicché:

Poniamo ¢t = % —

dx dt 1
sin (g — x) sint sint
Ripristinando la variabile x:
dx
/ =—1In —tanx| + C
cos T cos T
Per ricondurlo alla seconda delle (8) osserviamo che:
L _tanz —— —tanz L tanx
Ccos T COos T Ccos T
= + tanx,
cos T
da cui:
dx
/ =In +tanx| + C
cos T cos T

13



