
Esercizio 1

Calcolare i seguenti integrali:

1. I (x) =

∫

(x2 − 2x+ 3) lnxdx

2. I (x) =

∫

x ln
(

1−x
1+x

)
dx

***

Soluzione

1. Integriamo per parti:

I (x) =

∫

lnxd

(
x3

3
− x2 + 3x

)

=

(
x3

3
− x2 + 3x

)

lnx−
∫ (

x3

3
− x2 + 3x

)
dx

x

Poniamo:

J (x) =

∫ (
x3

3
− x2 + 3x

)
dx

x

=

∫ (
x2

3
− x+ 3

)

dx =
x3

9
− 1

2
x2 + 3x+ C1

Quindi:

I (x) =

(
x3

3
− x2 + 3x

)

ln x−
(
x3

9
− 1

2
x2 + 3x

)

+ C

=
x3

9
(3 ln x− 1) +

x2

2
(1 − 2 ln x) + 3x (lnx− 1) + C

2. Integriamo per parti:

I (x) =

∫

ln

(
1 − x

1 + x

)

d

(
x2

2

)

=
x2

2
ln

(
1 − x

1 + x

)

− 1

2

∫

x2d

[

ln

(
1 − x

1 + x

)]

Calcoliamo:

d

dx

[

ln

(
1 − x

1 + x

)]

=
1 + x

1 − x
· − (1 + x) − (1 − x)

(1 + x)2

=
2

x2 − 1

1



per cui:

I (x) =
x2

2
ln

(
1 − x

1 + x

)

− J (x) ,

essendo:

J (x) =

∫
x2

x2 − 1
dx =

∫
x2 − 1 + 1

x2 − 1
dx =

∫ (

1 +
1

x2 − 1

)

dx

= x+

∫
dx

(x− 1) (x+ 1)

1

(x− 1) (x+ 1)
=

A

x+ 1
+

B

x+ 1

=
(A+B)x+ A−B

x2 − 1

⇐⇒
{
A+B = 0
A−B = 1

⇐⇒ (A,B) =

(
1

2
,−1

2

)

Perciò:

J (x) = x+
1

2
ln

(
x− 1

x+ 1

)

+ C1

Sostituendo nell’espressione di I (x):

I (x) =
x2

2
ln

(
1 − x

1 + x

)

− 1

2
ln

(
1 − x

1 + x

)

+ C

=
x2 − 1

2
ln

(
1 − x

1 + x

)

+ C

Esercizio 2
Calcolare i seguenti integrali:

1. I (x) =

∫

ln2 x
x2 dx

2. I (x) =

∫

ln(ln x)
x

dx

***

Soluzione

2



1. Integriamo per parti:

I (x) =

∫
ln2 x

x2
dx =

∫

ln2 xd

(

−1

x

)

= − ln2 x

x
+

∫
1

x
· 2 ln x

dx

x

= − ln2 x

x
+ 2J (x) ,

essendo:

J (x) =

∫
lnx

x2
dx =

∫

lnxd

(

−1

x

)

= −1

x
ln x− 1

x
+ C1

Quindi:

I (x) = − ln2 x

x
+ −2

x
ln x+

2

x
+ C

= −1

x

(
ln2 x+ 2 ln x+ 2

)
+ C

2.

I (x) =

∫
ln (lnx)

x
dx =

∫

ln (lnx) d (ln x)

Poniamo t = lnx:

I (t) =

∫

ln tdt = t ln t−
∫

dt = t ln t− t+ C

Ripristinando la variabile x

I (x) = lnx [ln (lnx) − 1] + C,

Esercizio 3
Calcolare i seguenti integrali:

1. I (x) =

∫

ln2 x
x2 dx

2. I (x) =

∫

ln(ln x)
x

dx

***

Soluzione
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1. Integriamo per parti:

I (x) =

∫
ln2 x

x2
dx =

∫

ln2 xd

(

−1

x

)

= − ln2 x

x
+

∫
1

x
· 2 ln x

dx

x

= − ln2 x

x
+ 2J (x) ,

essendo:

J (x) =

∫
lnx

x2
dx =

∫

lnxd

(

−1

x

)

= −1

x
ln x− 1

x
+ C1

Quindi:

I (x) = − ln2 x

x
+ −2

x
ln x+

2

x
+ C

= −1

x

(
ln2 x+ 2 ln x+ 2

)
+ C

2.

I (x) =

∫
ln (lnx)

x
dx =

∫

ln (lnx) d (ln x)

Poniamo t = lnx:

I (t) =

∫

ln tdt = t ln t−
∫

dt = t ln t− t+ C

Ripristinando la variabile x

I (x) = lnx [ln (lnx) − 1] + C,

Esercizio 4
Calcolare i seguenti integrali:

1. I (x) =

∫

x2 arctan 3xdx

2. I (x) =

∫

(arcsinx)2 dx

***

Soluzione

4



1. Integriamo per parti:

I (x) =

∫

arctan 3xd

(
x3

3

)

=
x3

3
arctan 3x− J (x)?

essendo:

J (x) =

∫
x3

1 + 9x2
dx =

∫ [
x

9
− x

9 (1 + 9x2)

]

dx

=
1

9

∫

xdx− 1

9

∫
xdx

1 + 9x2

=
1

18
x2 − 1

18 · 9 ln
(
1 + 9x2

)
+ C1

=
1

18

[

x2 − 1

9
ln
(
1 + 9x2

)
]

+ C1

Quindi:

I (x) =
x3

3
arctan 3x− 1

18

[

x2 − 1

9
ln
(
1 + 9x2

)
]

+ C

2. Eseguiamo il cambio di variabile:

t = arcsinx,

cosicchè:
x = sin t, dx = cos tdt

L’integrale diventa:

I (t) =

∫

t2 cos tdt

Integrando per parti:

I (t) =

∫

t2d (sin t) = t2 sin t− 2

∫

t sin tdt
∫

t sin tdt =

∫

td (− cos t) = −t cos t+

∫

cos tdt

= −t cos t+ sin t+ C1

=⇒ I (t) =
(
t2 − 2

)
sin t+ 2t cos t+ C

Ripristinando la variabile x:

I (x) = arcsinx
(

x arcsin x+ 2
√

1 − x2
)

− 2x+ C
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Esercizio 5
Calcolare i seguenti integrali:

1.

∫

x sin x cosxdx

2.

∫

arcsin x
x2 dx

***

Soluzione

1.

I (x) =

∫

x sin x cosxdx =
1

2

∫

x sin 2xdx

=
1

2

∫

xd

(

−cos 2x

2

)

=
1

2

[

−1

2
x cos 2x+

1

4

∫

cos 2xd (2x)

]

=
1

4
(sin 2x− 2x cos 2x) + C

2. Integriamo per parti:

I (x) =

∫

arcsinxd

(

−1

x

)

= −arcsinx

x
+ J (x) ,

essendo:

J (x) =

∫
1

x
√

1 − x2
dx

Eseguiamo la sostituzione trigonometrica:

x = sin t,

cosicchè: √
1 − x2 = cos t, dx = cos tdt

L’integrale diventa:

J (t) =

∫
dt

sin t
,

ed è un integrale noto:

J (t) = ln

∣
∣
∣
∣

1

sin t
− cot t

∣
∣
∣
∣
+ C1
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Ripristinando la variabile x:

J (x) = ln

∣
∣
∣
∣

1 −
√

1 − x2

x

∣
∣
∣
∣
+ C1

= ln

∣
∣
∣
∣

1 −
√

1 − x2

x
· 1 +

√
1 − x2

1 +
√

1 − x2

∣
∣
∣
∣
+ C1

= ln

∣
∣
∣
∣

x

1 +
√

1 − x2

∣
∣
∣
∣
+ C1

I (x) = −arcsinx

x
+ ln

∣
∣
∣
∣

x

1 +
√

1 − x2

∣
∣
∣
∣
+ C

Esercizio 6
Calcolare i seguenti integrali:

1. I (x) =

∫

arcsin
√

x√
1−x

dx

2. I (x) =

∫

x tan2 2xdx

***

Soluzione

1. Osserviamo che: ∫
dx√
1 − x

= −2
√

1 − x+ C,

per cui:

I (x) =

∫

arcsin
√
xd
(
−2

√
1 − x

)

= −2
√

1 − x arcsin
√
x+ 2

∫ √
1 − xd

(
arcsin

√
x
)

= −2
√

1 − x arcsin
√
x+ 2

∫
dx√
x

= −2
√

1 − x arcsin
√
x+ 2

√
x+ C

2. Osserviamo che:
∫

tan2 2xdx =

∫
sin2 2x

cos2 2x
dx =

∫
dx

cos2 2x
−
∫

dx =
1

2
tan 2x− x+ C
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per cui:

I (x) =

∫

xd

(
1

2
tan 2x− x

)

= x

(
1

2
tan 2x− x

)

−
∫ (

1

2
tan 2x− x

)

dx

=
1

2
x tan 2x− x2 − 1

2

∫

tan 2xdx+
x2

2
+ C1

Calcoliamo a parte:
∫

tan 2xdx =
1

2

∫

tan 2xd (2x)

=
1

2

∫
d (cos 2x)

sin 2x

=
1

2
ln |cos 2x| + C1

Sviluppiamo il cos 2x:

cos 2x =
1√

1 + tan2 2x
,

donde:

ln |cos 2x| = ln
1√

1 + tan2 2x
= −1

2
ln
(
1 + tan2 2x

)

Quindi l’integrale è:

I (x) =
x

2
tan 2x− x2

2
− 1

8

∫

tan 2xdx+ C

Esercizio 7

Calcolare i seguenti integrali

∫
sin2 x

ex
dx

∫

e2x cos 3xdx

***

Soluzione

I (x) =

∫

sin2 xd
(
−e−x

)
(1)

= −e−x sin2 x+ J (x) ,
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essendo:

J (x) =

∫

e−x sin 2xdx =

∫

e−xd

(

−cos 2x

2

)

(2)

= −e
−x

2
cos 2x− 1

2

∫

e−x cos 2xdx

Calcoliamo a parte:

J1 (x) =

∫

e−x cos 2xdx =

∫

e−xd

(
sin 2x

2

)

(3)

=
1

2
e−x sin 2x+

1

2
J (x)

Sostituendo nella (2):

J (x) = −e
−x

2
cos 2x− e−x

4
sin 2x− 1

4
J (x)

per cui:

J (x) = −e
−x

5
(2 cos 2x+ sin 2x) + C1

Quindi:

I (x) = −e−x sin2 x− e−x

5
(2 cos 2x+ sin 2x) + C

= −e
−x

2
(1 − cos 2x) − e−x

5
(2 cos 2x+ sin 2x) + C

=
e−x

10
(cos 2x− 2 sin 2x− 5) + C

***

Anzichè procedere per parti, scriviamo:

∫

e2x cos 3xdx = Ae2x cos 3x+Be2x sin 3x (4)

Derivando primo e secondo membro rispetto a x:

e2x cos 3x =
d

dx

(
Ae2x cos 3x+Be2x sin 3x

)
(5)

= e2x (2A+ 3B) cos 3x+ (−3A+ 2B) e2x sin 3x

La (5) è verificata se e solo se:

{
2A+ 3B = 1
−3A+ 2B = 0

=⇒ A =
2

13
, B =

3

13

Quindi l’integrale è:

∫

e2x cos 3xdx =
2

13
e2x cos 3x+

3

13
e2x sin 3x+ C (6)
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Esercizio 8
Calcolare i seguenti integrali:

1.

∫

e3x (2 sin 4x− 5 cos 4x) dx

2.

∫

sin x
cos3 x

dx

***

Soluzione

1. Anzichè integrare per parti, scriviamo:
∫

e3x (2 sin 4x− 5 cos 4x) dx = Ae3x sin 4x+Be3x cos 4x+ C (7)

derivando:

e3x (2 sin 4x− 5 cos 4x)

= e3x (3A− 4B) sin 4x+ e3x (4A+ 3B) cos 4x

⇐⇒
{

3A− 4B = 2
4A+ 3B = −5

=⇒ A = −14

25
, B = −23

25

Quindi:
∫

e3x (2 sin 4x− 5 cos 4x) dx =
e3x

25
(−14 sin 4x− 23 cos 4x) + C

2. Osserviamo che:
∫

sinx

cos3 x
dx =

∫
sinx

cosx
etan x dx

cos2 x
=

∫

tanxetan xd (tanx)

Poniamo t = tanx
∫

sinx

cos3 x
dx =

∫

tetdt =

∫

td
(
et
)

= tet −
∫

etdt = tet − et + C,

cioè: ∫
sinx

cos3 x
dx = etan x (tanx− 1) + C

per cui:

I (x) =

∫

xd

(
1

2
tan 2x− x

)

= x

(
1

2
tan 2x− x

)

−
∫ (

1

2
tan 2x− x

)

dx

=
1

2
x tan 2x− x2 − 1

2

∫

tan 2xdx+
x2

2
+ C1
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Calcoliamo a parte:

∫

tan 2xdx =
1

2

∫

tan 2xd (2x)

=
1

2

∫
d (cos 2x)

sin 2x

=
1

2
ln |cos 2x| + C1

Sviluppiamo il cos 2x:

cos 2x =
1√

1 + tan2 2x
,

donde:

ln |cos 2x| = ln
1√

1 + tan2 2x
= −1

2
ln
(
1 + tan2 2x

)

Quindi l’integrale è:

I (x) =
x

2
tan 2x− x2

2
− 1

8

∫

tan 2xdx+ C

Esercizio 9
Calcolare i seguenti integrali:

1.

∫

ex ln (1 + ex) dx

2.

∫

ex sin xdx

***

Soluzione

1.

I (x) =

∫

ex ln (1 + ex) dx

=

∫

ln (1 + ex) d (ex)

= ex ln (1 + ex) − J (x) ,

essendo:

J (x) =

∫
e2x

1 + ex
dx =

∫
ex

1 + ex
d (ex)
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Poniamo t = ex:

J (t) =

∫
t

t+ 1
dt =

∫ (

1 − 1

t+ 1

)

dt

= t− ln |t+ 1|

Ripristinando la variabile x:

J (x) = ex − ln (1 + ex) + C

E finalmente:
I (x) = (1 + ex) ln (1 + ex) − ex + C

2. Anziché integrare per parti, scriviamo:

∫

ex sinxdx = Aex sinx+Bex cosx+ C

derivando:

ex sin x = ex (A−B) sinx+ ex (A+B) cosx

⇐⇒
{
A−B = 1
A+B = 0

=⇒ A =
1

2
, B = −1

2

Quindi: ∫

ex sinxdx =
ex

2
(sinx− cosx) + C

Esercizio 10

Dimostrare:
∫

dx

sinx
= ln

∣
∣
∣
∣

1

sinx
− cotx

∣
∣
∣
∣
+ C (8)

∫
dx

cosx
= ln

∣
∣
∣
∣

1

cosx
+ tanx

∣
∣
∣
∣
+ C

***

Soluzione
Per il primo integrale, ci serviamo della formula di duplicazione del seno sin 2α = sinα cosα,
scrivendo sinx = 2 sin x

2
cos x

2
:

1

sinx
=

sin2 x+ cos2 x

2 sin x
2
cos x

2

=
1

2

sin x
2

cos x
2

+
1

2

cos x
2

sin x
2
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Procedendo per decomposizione:

∫
dx

sin x
=

1

2

∫
sin x

2

cos x
2

dx+
1

2

∫
cos x

2

sin x
2

dx

= −
∫
d
(
cos x

2

)

cos x
2

+

∫
d
(
sin x

2

)

sin x
2

= − ln
∣
∣
∣cos

x

2

∣
∣
∣+ ln

∣
∣
∣sin

x

2

∣
∣
∣+ C

= ln
∣
∣
∣tan

x

2

∣
∣
∣+ C

Per ricondurlo alla prima delle (8) ci serviamo delle formule di bisezione:

tan
x

2
=

1 − cos x

sin x
=

1

sin x
− cotx,

ottenendo:

∫
dx

sin x
= ln

∣
∣
∣
∣

1

sin x
− cotx

∣
∣
∣
∣
+ C

Il secondo può essere ricondotto al primo scrivendo:

cosx = sin
(π

2
− x
)

,

cosicché:

∫
dx

cosx
=

∫
dx

sin
(

π
2
− x
)

Poniamo t = π
2
− x:

∫
dx

sin
(

π
2
− x
) = −

∫
dt

sin t
= − ln

∣
∣
∣
∣

1

sin t
− cot t

∣
∣
∣
∣
+ C

Ripristinando la variabile x:

∫
dx

cosx
= − ln

∣
∣
∣
∣

1

cos x
− tanx

∣
∣
∣
∣
+ C

Per ricondurlo alla seconda delle (8) osserviamo che:

1
1

cos x
− tanx

=
1

1
cos x

− tanx
·

1
cos x

+ tanx
1

cos x
+ tanx

=
1

cosx
+ tanx,

da cui:

∫
dx

cosx
= ln

∣
∣
∣
∣

1

cos x
+ tanx

∣
∣
∣
∣
+ C
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