Esercizio 1

Studiare la funzione

f(x)=aze®

Kokosk

Soluzione

Insieme di definizione

La funzione ¢ definita in X = (—o0, 4+00).
Intersezioni con gli assi

f(x)=0<=2=0=0(0,0) € v

essendo v il grafico della funzione.
Studio del segno

f(x)>0<«<= 2z € (0,+00),

per cui il diagramma giace nel sempiano y > 0 per x > 0, e nel semipiano y < 0 per z < 0.
Comportamento agli estremi
La funzione ¢ infinitesima per x — 4o0:

lim f(z)= lim ze*=0-c0= lim — =07,
T——+00 ——+00 z——+o0 €%

giacche e® e, per x — 400, un infinito di ordine infinitamente grande. Quindi l'asse x e
asintoto orizzontale a destra.
Per z — —o0:

Poniamo per definizione:

Risulta:

Ya >0, lim 2%
z—+oo g ()

Y

per cui la funzione e, per x — —oo, un infinito di ordine infinitamente grande. Si conclude
che il diagramma cartesiano e privo di asintoto obliquo a sinistra.

Calcolo delle derivate

Un calcolo diretto porge:

frz)=e*(1-u)
) =e"(z—-2)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti



Zeri della f' (z):

ff(2)=0<=uz=1,

quindi g = 1 € un punto estremale.
Studiamo il segno della derivata prima:

f(x)>0<=z € (—00,1)
Quindi f e strettamente crescente in (—oo, 1), e strettamente decrescente altrove. Cio implica

che xg = Tmin € punto di massimo relativo. E facile convincersi che & anche punto di minimo
assoluto per f.

Concavita e punti di flesso.

Zeri della derivata seconda:

f"(2)=0<=z=2

Studio del segno della derivata seconda:

f"(x) >0 <z €(2,+00),

per cui 7 & concavo verso l'alto in (2, +00) e concavo verso il basso in (—oo, 2).
In figura (1) riportiamo il grafico per = € [—1,4].

f(xmax )F F

Xmax Xf 3 4

Figure 1: Grafico della funzione assegnata per x € [—1,4].

In figura (2) riportiamo il grafico completo.



Figure 2: Grafico della funzione assegnata.



Esercizio 2

Studiare la funzione

f(z)=(2+2% e

XKk

Soluzione

Insieme di definizione

La funzione ¢ definita in X = (—o0, +00)
Simmetrie

La funzione ¢ pari: f(—z) = f (x).
Intersezioni con gli assi

Vee X, f(z)>0)= PP cynx

essendo v il grafico della funzione. Inoltre:

f0)=2=(0,2) evny

Studio del segno

Dalla (2) segue che il diagramma giace nel sempiano y > 0.
Comportamento agli estremi

La funzione ¢ infinitesima per |z| — +o0:

2 2 2
lim f(z)= lim (2+2°)e™ =0-0c0= lim —|—2x =07,

T—+00 T—+00 r—+oo et

poiche e*” & - per  — +00 - un infinito di ordine infinitamente grande.
Dalla parita della funzione segue:

lirf f(z)=0" = lim f(z)=0"

per cui ’asse x e asintoto orizzontale sia a sinistra che a destra.
Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:

[ (z) = =2z (2” +1) e
ff(x)=22z" —2®—1)e®

2

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri della f' (z):
ff(x)=0<=2=0,

quindi g = 0 ¢ un punto estremale.
Studiamo il segno della derivata prima:



() >0<=z € (—00,0)
Quindi f ¢ strettamente crescente in (—o0,0), e strettamente decrescente in (0, +00). Cio

implica che x = Tmax € punto di massimo relativo. E facile convincersi che & anche punto
di massimo assoluto per f.

Concavita e punti di flesso.

Zeri della derivata seconda:

1

N |—=

f”(w):0<:>2a74—1‘2—1:0<:>1‘2={
Prendendo le soluzioni reali:

T12 = +1

Studiamo il segno della derivata seconda:

f'(z) > 0= 22> 1 <=z € (—00,21) U (x3,400),

per cui il grafico & concavo verso l'alto in (—oo,x;1) U (zg, +00), ed ¢ concavo verso il basso
in (z1, 7). Da cio segue che x; 2 sono punti di flesso a tangente obliqua:

3 (—13), F (1,§)
(& (&

Il grafico completo e riportato in figura (1).



Figure 1: Grafico della funzione assegnata.



Esercizio 3

Studiare la funzione

Inx
- 1
fla) =17 (1)
x>k k
Soluzione
Insieme di definizione
La funzione ¢ definita in X = (0, +00)
Intersezioni con gli assi
f@)=0<=hr=0<=2=1= A(1,0)eynNuz (2)

essendo v il grafico della funzione.
Studio del segno

f(z) >0<=z € (1,+00)

Segue che per z > 1 il diagramma giace nel sempiano y > 0, mentre per z € (0, 1) giace nel
semipiano y < 0.

Comportamento agli estremi

La funzione e infinitesima per x — 4o00:

1 1
lim f(z)= lim BT _ 8 gy =2 lim — =07, (3)
Tr—400 r—-+00 €T O T—+00 —— T——+00 €T
2V/x
cioe 'asse x € asintoto orizzontale a destra.
) . Inzx —00
Jm f (@) = Jim =2 = = =0 (4)
Quindi 'asse y e asintoto verticale.
Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:
2—Inx
!
— 5
flw) =5 o)
_3Mx—8

N

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri della f (z):

fl(2)=0<=Inz=2+=1=¢,

quindi zy = €2 & un punto estremale.
Studiamo il segno della derivata prima:



f(x) >0z € (0,¢)
Quindi f ¢ strettamente crescente in (0, e?), e strettamente decrescente in (e?, +00). Cio

. . def N . . . N . . . N
implica che g = Tma. © punto di massimo relativo. E facile convincersi che e anche punto
di massimo assoluto per f:
2
M (e? =
e

Concavita e punti di flesso.
Zeri della derivata seconda:

8
f/’(x):0<:>lnx:§<:>x:eg/3

Studiamo il segno della derivata seconda:

f"(x) >0« z¢€ (68/3,+oo) ,

per cui il grafico & concavo verso l'alto in (€%, +00), ed & concavo verso il basso in (0, €*?).

8/3 & punto di flesso a tangente obliqua:

8
8/3
F (e , —364/3>

Il grafico completo e riportato in figura (1).

Da cio segue che e



y

1
f(xmax ) [ //

Figure 1: Grafico della funzione assegnata.



Esercizio 4

Studiare la funzione

Soluzione

Insieme di definizione

La funzione ¢ definita in X tale che Inz # 0, cioe X = (0,1) U (1, +00).
Intersezioni con gli assi

breX|f(r)=0=PpPcynx
O=0¢ X = PP cyny

essendo v il grafico della funzione.
Studio del segno

f(x)>0<:>1i>0<:>xe(1,+oo)
nr

Segue che per z > 1 il diagramma giace nel sempiano y > 0, mentre per z € (0, 1) giace nel
semipiano y < 0.

Comportamento agli estremi

La funzione ¢ infinita per x — +o00:

Jm, £ (@) = +oo, )

giacche Inz e, per x — +o0 un infinito di ordine infinitamente piccolo.
Inoltre:

P AC)

r——+00 €T

= 0 = 7 asintoti obliqui

Per z — 0

x 0
li =lim —=——=0" 3
)= e T T ®)
Quindi x = 0 & una discontinuita eliminabile.
Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:
Inz—1
o) = = )
n“z
£ () = 2—Inx

rin®z



Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri della f' (z):
() =0<=z=e¢,
quindi xg = e ¢ un punto estremale.
Studiamo il segno della derivata prima:
[ (x)>0<=z € (e,+00)
Quindi f & strettamente crescente in (e, +00), e strettamente decrescente in (0,e). Cio

. . def N . . .
implica che x¢ = i, € punto di massimo relativo.

m (e, e)

Concavita e punti di flesso.
Zeri della derivata seconda:
f"(2) =0+=x=¢?

Studiamo il segno della derivata seconda:

f"(x) >0z € (1,62),

per cui il grafico & concavo verso il basso in (e2, +00), ed & concavo verso I'alto in (0, ?). Da
cid segue che e? ¢ punto di flesso a tangente obliqua:

62
Fle2 —
(%)

Il grafico completo ¢ riportato in figura (1).



f(xmin) [
2 |

Figure 1: Grafico della funzione assegnata.



Esercizio 5

Studiare la funzione

f(x)zln(ﬁ—l)—i-ﬂ_l

okosk

Soluzione

Insieme di definizione

La funzione ¢ definita in X tale che 22 —1 > 0, quindi X = (—o0, —1) U (1, +00).
Simmetrie

La funzione e pari: f(—xz) = f (x), per cui il grafico & simmetrico rispetto all’asse y.
Intersezioni con gli assi

Data 'espressione analitica della funzione, bisognerebbe ricorrere al calcolo numerico, per
cui tralasciamo le intersezioni con gli assi, osservando pero che non ci sono intersezioni con
lasse y, giacche 0 =z ¢ X.

Studio del segno

Tralasciamo per le stesse ragioni di sopra.

Comportamento agli estremi

Tim () =Tn (07) + 0% = (—00) + (+00) = 00 — 00 (2)

Per rimuovere la forma indeterminata (2) procediamo nel seguente modo_

(2 —=1)In(z? —1)+1

lim f(x)= lim

z—1+ z—1+ 2 —1

Poniamo:

T 2 2_ 1) —q.
I = xlir% (x 1) In (x 1) 0-00

Poniamo:
ln(q:Q—l) —t=—=ax>—1=¢

Abbiamo:

r—o1t=72-1=¢ -0 =1t — —o0,

cosicche:
. ¢ . t n
[y = lim te' = lim — =07,

t——o0 t——o00 6

in quanto e’ ¢ per ¢ — —oo un infinito di ordine infinitamente grande. Ora siamo in grado
di calcolare il limite (3):



L +1 1
1. — = —_— =
in?Jr f (I) limx_>1+ (1'2 - 1) 0+ oo

Quindi la retta x = 1 e asintoto verticale. Siccome la funzione e pari, si ha:
lim f(z)= lim f(z)=+0c0
z——1" z—1t

Quindi la retta x = —1 e asintoto verticale.
La funzione ¢ infinita per x — —+o00:

lirp f(x) =+o0 f;> Clim f(z) = +o0 (4)
x——+00 & pari £——00

giacche Inxz ¢, per x — 400 un infinito di ordine infinitamente piccolo.
Inoltre:

In (22 -1 In (2?2 -1
tim 1D gy BE D gy L g RE D g
T—4o0 I z——+00 €T r——+00 I (1}2 — ]_) T—+00 T
Ma:
In (22 -1 2
o O TN ooy, 2
T—+00 T o0 z—too gl —1
Quindi:
im L@ g o L8
r—+4o00 I f eéparix——o00 I
Pertanto il grafico e privo di asintoti obliqui.
Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:
2z (2% — 2)
/ X = 5
1@ = "y (5)
2t — 322 -2
1! ) = _2—
=2t

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeridi f'(x):

2z (22 — 2)
(22 = 1)
0=z ¢ X, quindi gli unici punti estremali sono:
T = +V2

Studiamo il segno della derivata prima:

fl(z) =0+ =0+ 1=4V2,0 (6)

f’(m)>0<:>w>0<:>x€ <—\/§,—1)u<\/§,+oo)

(a2 —1)°



Quindi f e strettamente crescente in (—\/5, —1) U (\/5, —i—oo), e strettamente decrescente in
(—oo, —\/5) U (1, \/5) Cio implica che 1 2 sono entrambi punti di minimo relativo

my (—\/5, 1) , Mo (\/5, 1)

Concavita e punti di flesso.
Zeri della derivata seconda:

xt — 322 =2

1 (33) =0« (:L’2 — 1)3

<3+\/ﬁ>

N | —

:O<:>x4—3x2—2:0<:>x’172::F

Studiamo il segno della derivata seconda:

ot — 322 -2
3
(22 = 1)
per cui il grafico & concavo verso l'alto in (2], —1) U (1,2%), ed & concavo verso il basso in

(=00, x}) U (24, +00). Da cio segue che 21 , sono punti di flesso a tangente obliqua.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (1).

[(z) >0+~ <0<z e (2, -1)U(1,15)

f&x)r
f)

Figure 1: Grafico della funzione assegnata.



Esercizio 6

Studiare la funzione

flx)=2x arctan% (1)

okok

Soluzione

Insieme di definizione

La funzione ¢ definita per ogni x # 0, per cui X = (—o0,0) U (0, +00).

Simmetrie

La funzione ¢ pari: f(—) = (—z)arctan (—1) = zarctan 2, quindi il grafico & simmetrico
rispetto all’asse y.

Intersezioni con gli assi

PreX|f(x)=0= PP cynz (2)
0=x¢X=—=3APcyny

essendo ~ il grafico della funzione.
Studio del segno

1
f(z) >0<= zarctan— >0 <=z € X, (3)
T

per cui il grafico giace nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi

Abbiamo:
xlir(% f(z) =07 - arctan (+00) = 0" - g =0" (4)
Siccome la funzione e pari, deve essere:
Tim £ () = 0° (5)
Cioe:
lim f (x) = 0* (6)

Si conclude che x = 0 & un punto di discontinuita eliminabile.
La funzione convergente per x — 4o00:

mgrlloof(x):(+oo)-0:0-oo

Tale forma indeterminata puo essere rimossa ponendo t = %, donde:

lim f(2) = lim 2 fa) =1 (1)

x——+00 t—0+ t f & pari z——00




Cio implica che la retta y — 1 = 0 ¢ asintoto orizzontale sia a destra che a sinistra.
Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:

f (z) = arctan (1) _ T (8)

x 1+ 22
2

f”(fc):—m

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:

fL0) = lim f(x) =3
£ (0) = lim f(2) = 5

Quindi x = 0 e un punto angoloso. Le semirette tangenti a sinistra e a destra, hanno
equazione rispettivamente:

(e
y=—3"% (9)
y=57

Lo studio del segno della f’ (x) e troppo complicato, pero si deduce facilmente che la funzione
¢ strettamente crescente in (0, +00) e strettamente decrescente altrove. Pertanto il punto
angoloso x = 0 ¢ punto di minimo relativo.

Concavita e punti di flesso.

Vee X, f"(z) <0

Quindi il grafico ¢ concavo verso il basso.
Il grafico completo & riportato in figura (1).



Figure 1: Grafico della funzione assegnata.



Esercizio 7

Studiare la funzione

f(x) = 2* arctanz (1)

K%Kk

Soluzione

Insieme di definizione

La funzione ¢ definita in X = (—o0, +00).

Simmetrie

La funzione ¢ dispari: f(—x) = —f (x), per cui il grafico ¢ simmetrico rispetto all’origine
degli assi coordinati.

Intersezioni con gli assi

f(x)=0<=2=0= (0,0) €7, (2)
Studio del segno
f(x) >0<=2>0 (3)
per cui il grafico giace nel semipiano y > 0 per x € (0,+00), e nel semipiano y < 0 per
x € (—00,0).
Comportamento agli estremi
Abbiamo:
lim f(z)=400 = lim f(2)=- (4)
T—+00 f e dispari x——o00
Calcoliamo:
m; = lim /(@) = lim xarctanxz = 400,

Tr—-+00 €T Tr—-+00
e in forza della simmetria rispetto all’origine:
x
mo = lim M = —00
Tr——00 €T
Quindi il grafico e privo di asintoti obliqui.
Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:

ff(z) == (ﬁ + 3 arctan x) (5)
" ~ 2[x (24 2) 4 (1 4 2°) arctan z]
@) = e

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti



Risulta:

pertanto x = 0 € un punto estremale.
Studio della derivata seconda

f7(0)=0
Lo studio del segno delle derivate ¢ troppo complicato, per cui per stabilire la natura di
x = 0, valutiamo la derivata terza in tale punto:

2 +3
(2% 4+ 1)3

donde x = 0 € un punto di flesso a tangente orizzontale.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (1).

f/l/ (x) — _2 _ f//l (0) — 6,

50

Figure 1: Grafico della funzione assegnata.



Esercizio 8

Studio della funzione:

B 1
Cr2 4 |7

f (@) (1)

Soluzione
Insieme di definizione
Per la presenza del valore assoluto dobbiamo distinguere i due casi: x > 0 e = > 0, giacche:

z, sex >0
|x|_{ —x, sex <0 2)

Quindi:

sex <0

f($)={§7 sex >0 3)

N.B. Nella (3) poniamo x > 0 in quanto la funzione non ¢ definita per z = 0.
Definiamo allora due funzioni:

fi(x) = inLx’ per x € X7 = (0, +00) (4)

fo(z) = !

2 _

, per z € Xy = (—00,0)
2 —zx
Siccome la funzione & pari: f(—z) = f (z), il grafico & simmetrico rispetto all’asse y, quindi
ci basta studiare 'andamento del grafico v, di f;, dopodiche procedendo per simmetria
costruiamo il grafico v, di fo. Il grafico di f e v =y U~s.
Studio della f;

Risulta:
Vx € Xl, fl (ZE) >0

Inoltre:

lim f;(z) = li ! +

w0t a0t 224+ 12 0t ’
quindi I'asse y ¢ asintoto verticale.

1 1
lim x)= lim = — =07,
z—+00 h ( ) a—+oo 12 4+ x +00

quindi 'asse = ¢ asintoto verticale.
La derivata prima:



Risulta:

Vo e Xy, fi (z) <0,

quindi la funzione f; e strettamente decrescente in X;. Per la concavita non c¢’¢ bisogno di
calcolare la derivata seconda: ¢ facile rendersi conto che 7, € concavo verso 'alto.
Il grafico di f; ¢ in figura (1)

N

Figure 1: Grafico della funzione f; (z).

Il grafico v, di fo e il simmetrico di v, rispetto all’asse y, quindi il grafico di f ¢ riportato
in in figura (2).



Figure 2: Grafico della funzione assegnata.



Esercizio 9

Studiare la funzione

1

J )= " In(arctanz + 1)

XKk

Soluzione
Insieme di definizione
Questa funzione e definita in X tale che:

{ arctanx +1 >0

arctanz + 1 # 1 — X = (—tan1,0) U (0, 4o00)

Intersezioni con gli assi

PreX|f(r)=0= PPecynz (2)

Inoltre:

=r¢gX=PPcyny
Studio del segno

f(x) >0<= arctanx +1>1 <=z € (0,400)

Il grafico giace nel semipiano y < 0 per x € (0,400), e nel semipiano y > 0 per x €
(—tan1,0).
Comportamento agli estremi

1 1

lim x)=— =— =0%,
z—(—tan1)" In 0+ —00
cosicche x = —tan1 € una discontinuita eliminabile.

lim f(z) = —o00, lim f(x)=+o0,

z—0t z—0—

per cui I'asse y e asintoto verticale.
La funzione converge per x — +o0:

lim f(r) = —

r——+00 o ln <2+_7T)

quindi la retta y = In( L j ¢ asintoto orizzontale a destra.

Calcolo delle deriva%cz

Calcoliamo solo la derivata prima:

1
(14 22) (1 + arctan z) [In (arctan z + 1)]?

f'(x) =



Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Studio del segno:

Vee X, f'(x)>0

per cui la funzione ¢ strettamente crescente in X.

Determiniamo la derivata destra in £ = — tan 1:
' . 1
fi(=tanl) =  lim >
e—(—tan1)* (1 + 22) (1 + arctan z) [In (arctan z + 1)]
1 ) 1

= lim ZE lim 3
s—(—tan 1)t (I +22) s—(—tan)* (1 4 arctanz) [In (arctan z + 1)]

Il primo limite non produce indeterminazione, quindi calcoliamo il secondo ponendo t =
1 + arctanz, e cio implica t — 0" se  — (—tan1)"
1 . 1

lim 5 = lim —
z—(—tan1)* (1 + arctanz) [In (arctanz + 1)]° =0+ £In"¢

Siccome lim;_ ¢ 1n%t = 07, si ha:

1
lim 5 = +00,
z—(—tan1)* (1 + arctan ) [In (arctan z + 1)]

donde:

fi(—tanl) = 400

Quindi v “parte” da x = —tan 1 con tangente verticale orientata verso l’alto.

Concavita e punti di flesso.

Non abbiamo determinato la derivata seconda, per cui deduciamo i punti di flesso dal com-
portamento di f(x). Siccome 7y “parte” da x = —tanl con tangente verticale orientata
verso l'alto, segue che esiste un flesso in xy € (—tan 1, 0), risultando  concavo verso il basso
in (—tanl,zs) e concava verso l'alto in (xf,0). In (0,400) v volge nuovamente la concavita
verso il basso.

Tracciamento del grafico.

Il grafico completo e riportato in figura (1).



|
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Figure 1: Grafico della funzione assegnata.





